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この解説で用いる記号・用語
• 環：単位元をもつ可換環
• 非可換環：単位元をもつ，非可換な環
• 体：可換体
• p：素数
• Z>0 = {1, 2, 3, ...}：1以上の整数全体の集合
• a = (a1, a2, ..., am) ∈ Zm>0：多重指数
• | |p：Cp の標準的な乗法付値，|p|p = p−1

• OCp
= {z ∈ Cp | |z|p ≤ 1}

• m = {z ∈ Cp | |z|p < 1}：OCp の唯一の極大イデアル
• K：標数 0の完備非アルキメデス的体
• V：K の整数環
• κ：K の剰余体
• Arig：rigid解析空間の構造層*1

• Grp：群の圏
• Mod(R)：環 R上加群の圏
• Vec(K)：体K 上有限次元ベクトル空間の圏
• Alg(K)：体K 上代数の圏
• Mod(V )：rigid 解析空間もしくはスキーム V 上の OV 加群の圏
• Coh(V )：rigid 解析空間もしくはスキーム V 上の連接 OV 加群の圏
• Conn(V )：rigid 解析空間もしくはスキーム V 上の可積分連接接続の圏
• Conn(j†O ]Y0[ )： 可積分 j†O ]Y0[ -接続の圏
• Isoc†(T ), Isoc†(X0)：rigid triple T , κスキーム X0 上の過収束 isocrystalの圏
• Un†(X0)：X0 上の可積分 unipotent isocrystal の圏
• Un(XK , DK)：DK に対数的特異点をもつ XK 上の 可積分 unipotent 接続の圏

*1 基本的な流儀と同様に O を用いることも多いが，特に代数的なものと区別したい際にはこちらを用いる
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1 本解説の概略
本書は，p進積分論の 1つである Coleman 積分論と，p進多重ゼータ値の定義と性質（特に

複シャッフル関係式）についての解説である．
第 2章では，いくつかの準備をおこなう．必要となる unipotent isocrystal や淡中圏に関す

る事実を復習する．
第 3 章では，Coleman 積分論を扱う．3.1 節で Coleman 積分論の発端となった Coleman

[Col82] による定式化（定理 3.4）を紹介したあと，3.2節では Besser [Bes02] による淡中圏を用
いた解釈を紹介する．Coleman による定式化では P1 上の積分に限られていたものが，Besser

による方法では高次元に拡張されている．さらに 3.3節では， Besser-Furusho [BF06] による
Coleman 関数の接基点への解析接続について紹介する．同じ論文で導入された代数的起源の
Coleman関数（定義 3.66）の積分理論について詳細を述べた．
第 4章では，p進多重ゼータ値（以下 pMZV）ζp(a)を扱う．まず 4.1節では，複素多重ゼー

タ値（以下MZV）ζ(a)のいくつかの性質を簡単に紹介する．4.2節では，MZVの p進類似で
ある pMZVを定義する（定義 4.22，定義 4.59）．MZVがポリログ Lia(z)の z → 1の極限と
して与えることができる点に着目し，pMZVを p進ポリログ Liϖa (z)のある種の極限として定
義する．この p進ポリログは，Coleman積分論を用いて P1 \ {0, 1,∞}上の Coleman 関数と
して定義されている．また，pMZVは，KZ方程式（定義 4.24）の 2つの基本解の差である p

進 Drinfel’d associator ΦϖKZ を母関数にもつ．KZ 方程式の基本解や ΦϖKZ の直接的な表示を
紹介し（定理 4.34，定理 4.39），pMZV の関係式の 1 つであるシャッフル積公式（定理 4.41，
[Fur04]）

ζp(a)ζp(b) = ζp(aшb)

の証明を紹介する（但し a,bは admissible な指数）．4.3節では続いて，pMZVの調和積公式
（定理 4.62，[BF06]）

ζp(a)ζp(b) = ζp(a ∗ b)

の証明を紹介する．そのために，Coleman 関数としてM0,5 上で定義された二重ポリログ
Lia(x, y)の関係式を考える．調和積公式は，その二重ポリログの関係式をM0,5 の接空間に解
析接続することで示される．シャッフル積公式と調和積公式から，直ちに複シャッフル関係式
（定理 4.63）

ζp(aшb) = ζp(a ∗ b)

を得る．
　本書を読むにあたって必要な事項は第 2 章にまとめているが，それ以前の前提として代数
幾何やリジッド幾何の用語や概念に馴染みがあることが必要であろう．また，Coleman積分と
pMZVについては，[原 19]で基礎的なことを学ぶことができる．これは大変読みやすくそして
詳しい解説記事であり，それを読んでからそれに続く内容として本書を読むのがもっとも良い
であろう．
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　誤りなどありましたら，古賀真輝までご連絡ください．ホームページ http://mkmath.net/

のお問い合わせ欄などでも構いません．
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2 準備
2.1 接続と unipotent isocrystal

2.1.1 rigid解析空間上の接続
ここでは，K を標数 0の非自明な付値をもつ完備非アルキメデス的体，V をその整数環，κ

を剰余体とする．V をK 上の rigid 解析空間とする．

定義 2.1. 連接 OV 加群 E と層の射 ∇ : E → E ⊗OV
Ω1
V であって，加法的で Leibniz 則

∇(fe) = e⊗ df + f · ∇(e) ∀ e ∈ E, f ∈ OV

が成り立つものの組 (E,∇)のことを接続という．今後，断りのない限り，接続は連接加群に対
してのみ考える．

接続 (E,∇)に対して，∇によって，各 i = 0, 1, 2, ...に対して，

E ⊗OV
ΩiV

∇⊗id−−−→ (E ⊗OV
Ω1
V )⊗OV

ΩiV
∼−→ E ⊗OV

(Ω1
V ⊗OV

ΩiV )→ E ⊗OV
Ωi+1
V

が誘導される．これも∇ : E⊗OV
ΩiV → E⊗OV

Ωi+1
V とかく．接続 (E,∇), (E′,∇′)に対して，

接続の射 f : (E,∇)→ (E′,∇′)とは，OV 線形写像 f : E → E′であって，∇′◦f = (f⊗ id)◦∇
が成り立つもののことをいう．
∇2 = ∇ ◦∇ : E → E ⊗OV

Ω2
V が 0写像である接続を可積分接続という．以後，断りのない

限り，接続は可積分であるとする．Conn(V )を V 上の可積分接続のなす圏とする．

補題 2.2 ([Ber96, PROPOSITION(2.2.3)]). 可積分接続は，有限局所自由層である．

自明な接続とは，1l = (OV , d)の有限直和のことをいう．さらに，接続が unipotentとは，
自明な接続から繰り返し拡大して得られる接続のことをいう．すなわち，

• 自明な接続は unipotentである．
• Conn(V )の完全列

0→ T → E → F → 0 （T は自明な接続）

があるときに，F が unipotentなら E が unipotentである．

として帰納的に定義したものである．

補題 2.3. V が affinoidで，E が V 上の unipotent 接続であるならば，E は OV 加群として
自由である．

証明. V が affinoidであることから
Ext1OV

(OV ,OV ) = H1(V,OV ) = 0

である．したがって，unipotent 接続を構成する完全列から帰納的に主張が従う．
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命題 2.4. V を affinoidとし，E を V 上の unipotent 接続とする．補題 2.3より E は OV 加
群として自由であるが，その rankを nとする．このとき，適当な基底 e1, ..., en をとると，冪
零上三角行列（対角成分が全て 0の上三角行列）B ∈Mn(Ω

1
V )を用いて

∇

x1...
xn

 =

dx1...
dxn

+B

x1...
xn


とかける．

証明. nの帰納法で示す．階数 1の unipotent 接続は (OV , d)に他ならず，B = 0として主張
は正しい．
E1 を自明な接続，E2 を unipotent 接続として完全列

0→ E1
i−→ E

π2−→ E2 → 0 (2.1)

があるとする．このとき，冪零上三角行列 B を用いて

∇E2
e2 = de2 +Be2

とかけているとする．E,E1, E2 は OV 加群として自由であるので，完全列 (2.1) は split

する．π1 ◦ i = idE1 となる π1 : E → E1 をとる．加群として E = E1 ⊕ E2 とかける．
e1 ∈ E1, e2 ∈ E2 に対して，

∇E(e1, 0) = ∇E(i(e1)) = (i⊗ id)(∇E1
(e1)) = (∇E1

(e1), 0) = (de1, 0) (2.2)

(π2 ⊗ id) ◦ ∇E(0, e2) = ∇E2(π2(0, e2)) = ∇E2(e2) (2.3)

であり，また，k ∈ OV , e2 ∈ E2 に対して，

(π1 ⊗ id) ◦ ∇E(0, ke2) = (π1 ⊗ id)((0, e2)⊗ dk + k · ∇E(0, e2))
= (π1 ⊗ id)(k · ∇E(0, e2))
= k · (π1 ⊗ id) ◦ ∇E(0, e2) (2.4)

である．(2.4)は，(π1 ⊗ id) ◦ ∇E が E2 成分については OV 線形であることを意味している．
(2.2),(2.3),(2.4)より

∇E
(
e1
e2

)
= d

(
e1
e2

)
+

(
O ∗
O B

)(
e1
e2

)

とかける．
(
O ∗
O B

)
は冪零上三角行列であり，E に対しても主張が成り立つ．

2.1.2 isocrystal

定義 2.5. rigid tripleとは，3つ組 T = (X0, Y0, P )であって，

• P が V 形式スキーム，
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• Y0 が P の閉 κ部分スキームで Specκ上 proper，
• X0 が Y0 の開 κ部分スキーム

であり，P が X0 の近傍で smoothなもののことである．

j を包含射 X0 → Y0 とする．P に対応する rigid 解析空間を P rig とし，それに付随する
sp : P rig → P を特殊化写像とする [Ber96, (0.2.2)]．

定義 2.6. 部分集合 Z ⊂ P に対して，sp−1(Z)を ]Z[ P とかき，Z の P における tubeとい
う．P が明らかであるときは， ]Z[ とかく．

定義 2.7. Z0 = Y0 \X0 とする．admissible 開集合 U ⊂ ]Y0[ P が， ]X0[ P の strict neigh-

borhoodであるとは，{U, ]Z0[ P }が ]Y0[ P の admissible coverになっていることをいう．

V を strict neighborhoodとし，Mod(V )を V 上の OV 加群の層の圏とする．Berthelotは，
次のような関手 j† を構成した [Ber96, (2.1.1)]：

j† : Mod(V )→ Mod(V )

F 7→ lim−→
U

jU∗j
∗
UF.

ただし，U は V に含まれる ]X0[ P の strict neighborhood全体にわたって動き，jU : U → V

は包含射である．j† : Conn(V )→ Conn(V )も同様に定義される．
]Y0[ 上の j†O ]Y0[ 加群に対して，その上の接続を，定義 2.1 と同様に，加法的な写像

∇ : E → E ⊗j†O ]Y0[P
j†Ω1

]Y0[ P
であって Leibniz 則を満たすものとして定義する．このよう

な (E,∇) を j†O ]Y0[ -接続 とよぶことにする．可積分などの用語も同様に定義する．可積分
j†O ]Y0[ -接続全体のなす圏を Conn(j†O ]Y0[ )とかく．
以下の可換図式における pi (i = 1, 2)を第 i成分への射影，sは P ×SpfV P の普遍性から誘

導される射とする．
P ×SpfV P =: P 2

X0 Y0

P

s

pi

同様に，以下の可換図式における pij (1 ≤ i < j ≤ 3)を第 i, j 成分への射影とする．

P ×SpfV P ×SpfV P =: P 3

X0 Y0

P ×SpfV P =: P 2

pij

8



これらの射を用いて，
]Y0[ P 2

prigi−−→ ]Y0[ P , ]Y0[ P 3

prigij−−→ ]Y0[ P 2

が誘導される．ここから関手

prig,∗i : Mod(j†O ]Y0[ P )→ Mod(j†O ]Y0[ P2
)

prig,∗ij : Mod(j†O ]Y0[ P2
)→ Mod(j†O ]Y0[ P3

)

が自然に定義される．

定義 2.8. ]Y0[ 上の j†O ]Y0[ 加群 E とその上の可積分接続を rigid triple T 上の isocrystal

という．さらに，T 上の isocrystal E と同型 ε : prig,∗1 E
∼−→ prig,∗2 E であって，cocycle 条件

prig,∗13 (ε) = prig,∗12 (ε) ◦ prig,∗23 (ε)を満たすようなものを，T 上の過収束 isocrystalという．

T 上の過収束 isocrystalの圏を Isoc†(T )とかく．過収束 isocrystalは，Y0, P には依らない
ので，しばしば Isoc†(T )を Isoc†(X0)とかく．isocrystalであって，自明な接続から拡大を繰
り返して得られるものを，unipotent isocrystalという．unipotent isocrystal は過収束であ
る．X0 上の unipotent isocrystalのなす圏を，Un†(X0)とかく．

命題 2.9 ([CLS99, Propostion 2.3.2]). unipotent isocrystal は，拡大，部分 isocrystal，商，
テンソル積，internal hom, 双対, 逆像をとる操作で閉じている．

命題 2.10 ([LS07, Propsition 6.1.15]). j† は圏同値

lim−→
V

Conn(V ) ∼= Conn(j†O ]Y0[ )

を誘導する．但し，V は ]Y0[ に含まれる ]X0[ の strict neighborhoodを動く．

系 2.11. (E,∇)を j†O ]Y0[ -接続 とする．このとき， ]X0[ の strict neighborhood V と，そ
の上の接続 (E0,∇0)が存在し，

(E,∇) = j†(E0,∇0)

となる．E が unipotent であるときは，E0 として unipotent なものをとることができる．ま
た，j†O ]Y0[ -接続の射 f : E → F に対し，ある ]X0[ の strict neighborhood V 上の接続の射
f0 があり，j†(f0) = f となる．

証明. 命題 2.10より従う．

2.2 淡中圏
2.2.1 淡中圏の定義
Cを圏とする．

⊗ : C× C→ C; (X,Y ) 7→ X ⊗ Y
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を関手とする．(C,⊗)の結合子とは，自然同型

ϕX,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z) ∼−→ (X ⊗ Y )⊗ Z

であって，任意の対象 X,Y, Z, T ∈ Cに対して，以下の図式が可換になるものである．

X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ T ))

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗ T ) (X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗ T )

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗ T ((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗ T

id⊗ϕ

ϕ

ϕ⊗id

ϕ

ϕ

(C,⊗)の交換子とは，自然同型

ψX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X

であって，任意の対象 X,Y ∈ C に対して ψY,X ◦ ψX,Y = idX⊗Y となるものである．結合子
ϕ，交換子 ψ が compatibleであるとは，任意の対象 X,Y, Z ∈ Cに対して以下の図式が可換
になることをいう．

X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y )⊗ Z

X ⊗ (Z ⊗ Y ) Z ⊗ (X ⊗ Y )

(X ⊗ Z)⊗ Y (Z ⊗X)⊗ Y

id⊗ψ

ϕ
ψ⊗id

ϕ

ψ

ϕ

対象 1l ∈ Cと同型 u : 1l→ 1l⊗ 1lの組 (1l, u)について，関手

C→ C; X 7→ 1l⊗X

が圏同値となるとき，(1l, u)を (C,⊗)の単位子という．

定義 2.12. (C,⊗)が，compatible な結合子 ϕと交換子 ψ，単位子 (1l, u)をもつとき，Cをテ
ンソル圏という．

以下，任意の X,Y ∈ Cに対して関手

Cop → Set; T 7→ Hom(T ⊗X,Y ) (2.5)

が表現可能であると仮定する．すなわち，任意のX,Y ∈ Cに対して，ある Hom(X,Y ) ∈ Cが
存在して，関手としての同型

Hom(• ⊗X,Y ) ∼= Hom(•,Hom(X,Y ))
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があるとする．この同型によって idHom(X,Y ) に対応する元を evX,Y : Hom(X,Y ) ⊗X → Y

とする．

(Hom(X1, Y1)⊗Hom(X2, Y2))⊗ (X1 ⊗X2)
∼−→ (Hom(X1, Y1)⊗X1)⊗ (Hom(X2, Y2)⊗X2)

evX1,Y1
⊗evX2,Y2−−−−−−−−−−−→ Y1 ⊗ Y2

から射
Hom(X1, Y1)⊗Hom(X2, Y2)→ Hom(X1 ⊗X2, Y1 ⊗ Y2) (2.6)

が誘導される．
X∨ = Hom(X, 1l)とする．自然な同型

Hom(X ⊗X∨, 1l)
∼−→ Hom(X,X∨∨)

によって，evX∨,X ◦ ψ : X ⊗X∨ → 1lに対応する写像を iX : X → X∨∨ とする．

定義 2.13. テンソル圏 (C,⊗)が，

• 任意の X,Y ∈ Cに対して，関手 (2.5)が表現可能で，Hom(X,Y )が存在する．
• 任意の X1, X2, Y1, Y2 ∈ Cに対して，(2.6)が同型である．
• 任意の X ∈ Cに対して，iX が同型である．

を満たすとき，(C,⊗)は rigidであるという．

定義 2.14. Kを体とする．圏 CがK線形であるとは，任意のX,Y ∈ Cに対してHomC(X,Y )

はK 線形空間の構造が入っていて，X,Y, Z ∈ Cに対して

HomC(X,Y )×HomC(Y, Z)→ HomC(X,Z)

がK 双線形であることをいう．

定義 2.15. (C,⊗), (C′,⊗) をテンソル圏とする．(F, c) がテンソル関手であるとは，関手
F : C→ C′ と自然同型 cX,Y : F (X)⊗ F (Y )

∼−→ F (X ⊗ Y )の組であり，以下の条件を満たす
もののことである：

• 任意の X,Y, Z ∈ Cに対して，以下の図式が可換になる．

FX ⊗ (FY ⊗ FZ) FX ⊗ F (Y ⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

(FX ⊗ FY )⊗ FZ F (X ⊗ Y )⊗ FZ F ((X ⊗ Y )⊗ Z)

ϕ

c⊗id c

id⊗c c

F (ϕ)

• 任意の X,Y ∈ Cに対して，以下の図式が可換になる．

FX ⊗ FY F (X ⊗ Y )

FY ⊗ FX F (Y ⊗X)

c

ψ F (ψ)

c

11



• (1l, u)が Cの単位子ならば，(F (1l), F (u))は C′ の単位子である．

定義 2.16. テンソル関手の射 λ : (F, c) → (G, d)とは，自然変換 λ : F → Gであって，任意
の対象 X,Y ∈ C に対して，以下の図式が可換になることをいう：

FX ⊗ FY F (X ⊗ Y )

GX ⊗GY G(X ⊗ Y )

c

λX⊗λY

d

λX⊗Y

テンソル関手の射 λ : (F, c)→ (G, d)全体を Hom⊗(F,G)とかく．Hom⊗(F,G)の要素で可逆
なもの全体を Isom⊗(F,G)，さらに Aut⊗(F ) := Isom⊗(F, F )とかく．

定義 2.17. K を体とし，Vec(K) を K 上有限次元ベクトル空間のなす圏とする．rigid アー
ベル K 線形テンソル圏 Cであって，EndC(1l) = K であり，忠実完全な K 線形テンソル関手
ω : C → Vec(K) をもつものを，neutral 淡中圏という．ω のことを C のファイバー関手と
いう．

体K とK 代数 Rに対して，テンソル関手 ϕR を

ϕR : Vec(K)→ Mod(R); V 7→ V ⊗K R

とする．2つのテンソル関手 (F, c), (G, d) : C→ Vec(K)に対し，関手

Hom⊗(F,G) : Alg(K)→ Set; R 7→ Hom⊗(ϕR ◦ F, ϕR ◦G)
Isom⊗(F,G) : Alg(K)→ Set; R 7→ Isom⊗(ϕR ◦ F, ϕR ◦G)

Aut⊗(F ) := Isom⊗(F, F )

を定義する．

定理 2.18 ([DM18, THEOREM 2.11.]). (C,⊗)を neutral 淡中圏とし，ω : C → Vec(K)を
ファイバー関手とする．このとき，次が成り立つ．

(1) Aut⊗(ω) : Alg(K)→ Grpは，affine群スキーム Gで表現される．
(2) RepK(G)を，Gの K 上有限次元表現のなす圏とする．ω は関手 C→ RepK(G)を誘導
し，これは圏同値を与える．

2.2.2 torsor

以下，2つのファイバー関手 ω1, ω2 : C→ Vec(K)に対して，Isom⊗(ω1, ω2)を π1(C, ω1, ω2)

とかくこととし，π1(C, ω1) := π1(C, ω1, ω1)とする．さらに，結合射

◦ : π1(C, ω2, ω3)× π1(C, ω1, ω2)→ π1(C, ω1, ω3) (2.7)

があり，特に π1(C, ω1, ω2) は π1(C, ω1) の作用，π1(C, ω2) の作用によって torsor (principal

homogeneous space) となる．
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テンソル関手 F : C→ C′ は，

F ∗ : π1(C
′, ω1, ω2)→ π1(C, ω1 ◦ F, ω2 ◦ F ) (2.8)

を，K 代数 S に対して (F ∗γ)S = γF (S) と与えることで誘導する．これは結合射 (2.7) と
compatibleである．

3 Coleman積分論
3.1 Colemanによる定式化
| |p を Cp の絶対値で，|p|p = p−1 なるものとする．OCp

= {z ∈ Cp | |z|p ≤ 1} とし，
m = {z ∈ Cp | |z|p < 1}をその唯一の極大イデアルとする．以下，P1(Cp)の各点を Cp の元ま
たは∞として表す．

定義 3.1. 還元写像 red : P1(Cp)→ P1(Fp)を，[x, y]（但し x, y ∈ OCp
で一方はO×

Cp
の元）を

[x (modm) : y (modm)]に送るものとして定義することができる．red による a ∈ P1(Fp)の逆
像を ]a[ とかく．

S = {s0, ..., sd} ⊂ P1(Cp)を有限集合，S = {s0, ..., sd} ⊂ P1(Fp)をその reductionとする．
但し，s0, ..., sd は，i ̸= j なら si ̸= sj であるようにとる．Y = P1

OCp
,X = P1

OCp
\ {s0, ..., sd}

とし，Y0 = P1
Fp
, X0 = X ⊗ Fp をその special fiber とする．

|z|p < 1なる z ∈ Cp に対して，

log(1 + z) =
∞∑
k=1

(−1)k−1 z
k

k!

は well-definedである．これによって log : ]1[ → Cp を定める．さらに，logϖ p = ϖ ∈ Cp と
定めることで，logϖ : C×

p → Cp を，局所解析的な群準同型として logを拡張したものとして定
義することができる．以下 ϖ を固定する．
zx を ]x[ の局所座標 zx : ]x[

∼−→ ]0[ とし，λ < 1に対して

Uλ = P1(Cp) \
d∪
i=0

z−1
si

({α ∈ Cp | |α|p ≤ λ})

とすると，U := lim←−
λ→1−

Uλ は局所座標の取り方に依らない．また，

A†(U) := Γ( ]Y0[ , j
†O ]Y0[ ) = lim−→

λ→1−

A(Uλ), Ω†(U) := Γ( ]Y0[ , j
†Ω1

]Y0[
) = lim−→

λ→1−

Ω1(Uλ)

とおく．さらに，

Aϖloc(U) :=
∏

x∈P1(Fp)

Aϖlog( ]x[ ), Ωϖloc(U) :=
∏

x∈P1(Fp)

Ωϖlog( ]x[ )
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とおく．ここで，

Aϖlog(Ux) :=


A( ]x[ ) (x ̸∈ S)(

lim−→
λ→1−

A( ]x[∩Uλ)

)
[logϖ(zx)] (x = si (i = 0, ..., d))

Ωϖlog(Ux) := Aϖlog(Ux)dzx

である．特に A†(U) ⊂ Aϖloc(U),Ω†(U) ⊂ Ωϖloc(U)であることに注意する．
各成分ごとに微分を考えることで，Cp 線形写像 d : Aϖloc(U)→ Ωϖloc(U)がある．

定義 3.2. 何らかの Fps -scheme X ′ を用いて XFp

∼= X ′ ⊗Fps
Fp と表されているとし，Fr を

X ′ 上の絶対 Frobenius とする．このとき，Frs⊗Fps
idFp

の形で与えられるX ′⊗Fps
Fp ∼= XFp

上の Fp-endomorphism を，X 上の Frobenius endomorphism という．

定理 3.3 ([Bes00, Theorem 2.2.]). XFp
上の任意の Frobenius endomorphism φ に対して，

十分 1に近い r, sと rigid 解析空間の射 ϕ : Ur → Us が存在し，ϕの reduction は φ となる．
このような ϕを U 上の Frobenius endomorphism という．

ΩϖCol(U) := AϖCol(U) ⊗A†(U) Ω
†(U) とする．Coleman[Col82] の結果によれば，次が成立

する．

定理 3.4 ([Col82],[Bes00, section 2.]). A†(U)を含む Aϖloc(U)の部分 Cp代数 AϖCol(U)と，Cp
線形写像 ∫

(ϖ)

: ΩϖCol(U)→ AϖCol(U)/Cp

の組であって，次を満たすものがただ 1つ存在する：

• 任意の ω ∈ ΩϖCol(U)に対して，d
(∫

(ϖ)

ω

)
= ω．

• 任意の ω ∈ ΩϖCol(U) および Frobenius endomorphism ϕ に対して，
∫
(ϖ)

(ϕ∗ω) =

ϕ∗

(∫
(ϖ)

ω

)
．

• g ∈ A†(U)に対して，
∫
(ϖ)

dg ≡ g (modCp)

このように Coleman 積分は分枝 ϖ の取り方に依存するものである．そこで，別の ϖ1 ∈
Cp をとる．Aϖloc(U) の元の logϖ(zx) を logϖ1(zx) に置き換える操作は，環同型 Aϖloc(U) ∼=
Aϖ1

loc(U)を誘導する．加群同型 Ωϖloc(U) ∼= Ωϖ1

loc(U)も同様である．さらに，τϖ,ϖ1
: AϖCol(U) ∼=

Aϖ1

Col(U), τϖ,ϖ1 : ΩϖCol(U) ∼= Ωϖ1

Col(U)も引き起こす．
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命題 3.5 ([Fur04, Propositon 2.3]). 以下の図式が可換になる：

ΩϖCol(U) AϖCol(U)/Cp

Ωϖ1

Col(U) Aϖ1

Col(U)/Cp

τϖ,ϖ1

∫
(ϖ1)

∫
(ϖ)

τϖ,ϖ1

3.2 Besserによる淡中圏解釈
3.2.1 準備
ここでは，K を標数 0の完備非アルキメデス的体，V をその整数環，κを剰余体とする．V

を smoothなK 上 rigid解析空間とする．

補題 3.6. (E,∇)を torsion freeな接続とし，Bを torsion freeなOV 加群とする．f : E → B

を OV 加群の射とする．A = Ker f ⊂ E とする．An ⊂ E を以下のように帰納的に定める：

A0 = A

An+1 = Ker
[
An

∇−→ E ⊗OV
Ω1
V

qn−→ (E ⊗OV
Ω1
V )/(An ⊗OV

Ω1
V )
]
．

A∞ = ∩∞n=0An とする．このとき，次が成り立つ：

(1) ∇−∞A := (A∞,∇)は接続となる．
(2) (E′,∇E′)

φ−→ (E,∇) を接続の射で，像が A に含まれるとする．このとき，この射は
∇−∞Aを経由する．

証明. 　

(1) まず，A∞ が連接であることを示す．qn ◦∇ : An → (E⊗OV
Ω1
V )/(An⊗OV

Ω1
V )はOV

加群の射である．なぜならば，b ∈ OV ,a ∈ An に対して，

qn ◦ ∇(ba) = qn(a⊗ db+ b∇(a)) = b∇(a) = b · qn(∇(a))

であるからである．従って，帰納的にその核である Anが連接であることがわかる．よっ
て，帰納的にこれを繰り返して，A∞ は連接である．
Bn = E/An とする．Bn は torsion free であることを示す．n = 0 のときは，B0 =

E/A0 ⊂ B で B が torsion freeであることから従う．Bn が torsion freeであると仮定
する．V は smoothゆえ，Ω1

V は局所自由で特に平坦である．完全列

0→ An → E → Bn → 0

に ⊗OV
Ω1
V することで，

(E ⊗OV
Ω1
V )/(An ⊗OV

Ω1
V )
∼= Bn ⊗OV

Ω1
V
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を得る．qn◦∇によって，An/An+1 → (E⊗OV
Ω1
V )/(An⊗OV

Ω1
V )は単射で，Bn⊗OV

Ω1
V

は torsion freeであるから，An/An+1 は torsion freeである．従って，完全列

0→ An/An+1 → Bn+1 → Bn → 0

で An/An+1, Bn が torsion freeであるから，Bn+1 は torsion freeである．
さて，U ⊂ V を affinoidとする．nが十分大きければ，An|U は一定であることを示す．
An, An/An+1 が連接であることより，

An|U = Ãn(U), An/An+1 = ˜An(U)/An+1(U)

である．Noetherの正規化定理より，ある Tate代数 Tl が存在して，Tl → OV (U)は有
限射となる．L := OV (U) ⊗Tl

Frac(Tl) は，Frac(Tl) 上有限次元のベクトル空間で，n
が十分大きければ，

An(U)/An+1(U)⊗O(U) L = 0

である．なぜならば，局所化 Tl → Frac(Tl)は平坦射であるから，左辺は (An(U)⊗O(U)

L)/(An+1(U) ⊗O(U) L) と同型であり，An(U) ⊗O(U) L などが L 上の有限次元ベ
クトル空間であるからである．最後に，An(U)/An+1(U) ⊗O(U) L は，torsion free

な An(U)/An+1(U) の局所化ゆえ，An(U)/An+1(U) ⊗O(U) L = 0 であるならば，
An(U)/An+1(U) = 0 である．以上から，n が十分大きければ，An|U は一定である
ことが示された．
A∞|U = An|U = An+1|U となる nをとると，

∇(A∞|U ) = ∇(An+1|U ) ⊂ An|U ⊗OU
Ω1
U = A∞|U ⊗OU

Ω1
U

であるから，(A∞,∇)は well-definedな接続となる．
(2) ∇(φ(a)) = (φ ⊗ id) ◦ ∇(a) ∈ A ⊗ Ω1

V より，φ(a) ∈ A1 である．これを繰り返すと，
φ(a) ∈ A∞ が示される．

補題 3.7. 補題 3.6の状況で，U ⊂ V を開部分空間とする．y ∈ A(U)で∇(y) = 0であるなら
ば，y ∈ ∇−∞A(U)である．

証明. A∞ の定義から明らか．

f ∈ OV , e ∈ E に対して，

∇2(fe) = ∇(e⊗ df + f · ∇(e)) = ∇(e) ∧ df + df ∧∇(e) + f · ∇2(e) = f∇2(e)

であるから，V 上の接続 E に対して，∇2 : E → E ⊗OV
Ω2
V は，OV 加群の準同型である．補

題 3.6によって，以下のような接続を考えることができる．

定義 3.8. E の可積分化 Eint を Eint = ∇−∞ Ker∇2 で定める．
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系 3.9. E を V 上の接続とする．

(1) φ : (E′,∇E′) → (E,∇E) を接続の射で，E′ は可積分であるとする．このとき，φ は
Eint を経由する．

(2) y ∈ E(U)で ∇(y) = 0であるならば，y ∈ Eint(U)である．

証明. 　

(1) ∇E′ が可積分であることから，e ∈ E に対して，

∇2
E(φ(e)) = (φ⊗ id)(∇2

E′(e)) = (φ⊗ id)(0) = 0

よって，φの像は Ker∇2 に含まれるので，補題 3.6(2)より，主張が従う．
(2) 補題 3.7より明らか．

3.2.2 good reduction の場合の ファイバー関手の構成
以下，rigid triple T = (X0, Y0, P )を考える．

補題 3.10. E を rank nの ]X0[ 上の unipotent 接続とする．x ∈ X0(κ)に対し，

E( ]x[ )∇ := {v ∈ E( ]x[ ) | ∇(v) = 0}

はK 上 n次元のベクトル空間である．

証明. 1次元の場合で示す（2次元以上も同様である）． ]x[∼= lim−→
r→1−

Sp K⟨⟨ zr ⟩⟩とみなすと，命

題 2.4より，E の適当な基底 e1, ..., en をとると，冪零上三角行列 B ∈Mn(Ω
1
]x[ )を用いて

∇Ex = dx+Bx

とかける．

O ]x[ ( ]x[ ) = lim←−
r→1−

{ ∞∑
n=0

anz
n

∣∣∣∣∣ an ∈ K, |an|prn → 0 (n→∞)

}
であることに注意して，微分方程式∇x = 0を下から解くことを考える．即ち，連立微分方程式

dxn = 0

dxn−1 + bn−1,nxn = 0

　　　...

dx1 + · · ·+ b1nxn = 0

(bij ∈ Ω1
]x[ )

を上から解く．
まず，xn ∈ K である．次に，−bn−1,nxn ∈ Ω1

]x[ を積分して，冪級数の簡単な計算から，
xn−1 ∈ O ]x[ ( ]x[ ) として定まる．これを繰り返すと，初期値の自由度が n であり，解空間は
K 上ベクトル空間として n次元である．
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過収束 isocrystal の一般論によって，次の定理が成り立つ：

命題 3.11. x ∈ X0(κ)に対して，Un†(X0)上の関手 ωx を，x∗ として定義する．すると，

ωx(E,∇) = E( ]x[ )∇

と同一視される．

補題 3.10 と 命題 3.11 によって次を得る：

定理 3.12 ([Cre92, 1.8. Lemma.]). 圏 Un†(X0)は，ωx をファイバー関手として neutral 淡中
圏となる．

命題 3.13. f : X ′
0 → X0 を κ−mophismとし，x′ ∈ X ′

0(κ), x ∈ X0(κ), f(x
′) = xとする．こ

のとき，自然な同型
ωx ∼= ωx′ ◦ f∗

がある．

証明.

Spec κ Spec κ

X ′
0 X0

Spec κ

f

x′∗ x∗

∼

上の図式を考えると，
ωx′ ◦ f∗ = x′∗ ◦ f∗ = (f ◦ x′)∗ ∼= x∗ = ωx

が誘導される．

3.2.3 bad reductionの場合のファイバー関手の構成
点 x ∈ (Y0 \X0)(κ)に付随する Un†(X0)上のファイバー関手を構成する．簡単のため，Y0

が 1次元の場合を考えよう．
E ∈ Un†(X0) の rank が n であるとする．定理 2.11 より， ]Y0[ に含まれるある ]X0[ の

strict neighborhood V 上で定義された unipotent 接続 (Ẽ, ∇̃) を用いて (E,∇) = j†(Ẽ, ∇̃)
と表せる．局所的に x がパラメータ t を用いて x = V (t) と定義されているとする．ωx を
考える上で，Ẽ は ]x[∩V に含まれるある円環 Ar = {r < |t| < 1} 上で定義されていると
してよい．そこでは命題 2.4 より，加群として Ẽ = OnAr

であるとしてよく，上三角行列
B = (bij) ∈ Mn(Ω

1
Ar

)を用いて，接続を

∇x = dx+Bx
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と表すことができる．微分方程式 ∇x = 0を下から解くことを考える．即ち，連立微分方程式
dxn = 0

dxn−1 + bn−1,nxn = 0

　　　...

dx1 + · · ·+ b1nxn = 0

(3.1)

を上から解く．

OAr
(Ar) =

{ ∞∑
n=−∞

ant
n

∣∣∣∣∣ |an|pλn n→∞−−−−→ 0, |an|pr′n
n→−∞−−−−−→ 0 (∀λ→ 1−, r′ → r+)

}
Ω1
Ar (Ar) = OAr (Ar)dt

であることに注意すると（特に 1

t
は Ar 上で原始関数 logϖ t をもつことに注意すると），

OAr (Ar)[logϖ t]⊕n の中にある (3.1)の解全体の集合は，K ベクトル空間として n次元である
ことがわかる．この解を割り当てることによって関手 Un(V ) → Vec(K) が定義された．これ
によって命題 2.10より，Un†(X0)→ Vec(K)が定義される．good reduction の場合と同様に，
これが ωx = x∗ と同一視される．

定理 3.14. ωx は Un†(X0)上のファイバー関手となる．

定義 3.15. E( ]x[ )[logϖ t]の元 f に対して，f =

N∑
i=0

fi(log
ϖ t)i (fi ∈ E( ]x[ ))，f0 =

∞∑
i=0

ait
i

と表したときに，a0 を f の（パラメータ tによる）定数項という．これを const(f ; t)と表す．

後に用いるので，Y0 が 2次元の場合も考えよう．D := Y0 \X0 が x ∈ Dの近傍で，Y0 の中
で D = V (t1t2), x = V (t1, t2)と定義されているとする．

定義 3.16. E( ]x[ )[log t1, log t2] の元 f に対して，f =
∑

0≤i,j≤N

fij(log t1)
i(log t2)

j (fij ∈

E( ]x[ ))，f00 =
∑
0≤i,j

aijt
i
1t
j
2 と表したときに，a00 を f の（パラメータ t1, t2 による）定数項と

いう．これを const(f ; t1, t2)と表す．

定数項の概念はパラメータに依存することに注意する．

3.2.4 Frobenius invariant pathの構成
定義 3.17. G : Un†(X0) → Un†(X0) を関手とする．Un†(X0) 上の G-ファイバー関手とは，
Un†(X0)上のファイバー関手 ω と同型 ω ∼= ω ◦Gの組のことである．

q = pr とし，X ′
0 は有限体 Fq 上定義されているスキームであるとする．ここでは，X0 =

X ′
0 ⊗Fq κと表されると仮定する．このとき，X ′

0 の絶対 Frobeniusを Frとし，Frr ⊗ idで与え
られる X0 = X ′

0 ⊗Fq
κの endomorphismを X0 の Frobenius endomorphismといい，F

で表す（定義 3.2）．
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F は，pull-backによって
F ∗ : Un†(X0)→ Un†(X0)

を誘導する（命題 2.9）．

定義 3.18. Un†(X0) 上の Frobenius ファイバー関手とは，ある Frobenius endomorphism

F に対して，ω が F ∗-ファイバー関手 となるもののことである．

F を Frobenius endomorphism とすると，(2.8)によって，

F ∗ : π1(X0, ω1, ω2)→ π1(X0, ω1, ω2)

が誘導される（π1(X0, ω1, ω2) := π1(Un
†(X0), ω1, ω2)とした，以後同様の記号を用いる）．同様

に，F ∗ : π1(X0, ω1)→ π1(X0, ω1)が誘導されるが，この F ∗ は，π1(X0, ω1)の π1(X0, ω1, ω2)

への作用と compatibleである．すなわち，g ∈ π1(X0, ω1)，a ∈ π1(X0, ω1, ω2)に対して，

F ∗(ga) = F ∗(g)F ∗(a)

が成り立つ．

定理 3.19. (1) ω1, ω2 を Un†(X0) の F ∗-ファイバー関手とする．このとき，ただ 1 つの
γω1,ω2

∈ π1(X0, ω1, ω2) が存在し，F ∗γω1,ω2
= γω1,ω2

である．さらに ω3 を別の F ∗-

ファイバー関手とすると，結合則 γω2,ω3
◦ γω1,ω2

= γω1,ω3
が成り立つ．

(2) γω1,ω2 は F のとり方に依らない．すなわち，ω1, ω2 が共に F ∗
1 -ファイバー関手 である

ような別の F1 をとっても，F ∗γω1,ω2
= γω1,ω2

で定まる γω1,ω2
は F ∗

1 γω1,ω2
= γω1,ω2

を
満たす．

この定理 3.19は，次の命題を証明することで得られる：

命題 3.20 ([Bes02, Theorem 3.1.]). 定理 3.19の設定で，

π1(X0, ω1)→ π1(X0, ω1); g 7→ g−1F ∗(g)

は同型である．

このあと，命題 3.20から定理 3.19が得られることのみ確認するが，その前に命題 3.20の証
明のアイデアのみ述べておく．
Lie(π1(X0, ω))の完備普遍包絡環 Û(Lie(π1(X0, ω))について，その augmentation idealを

aとおく．Frobeniusと compatibleである全射

H1
rig(X0/K)⊗(−n) → an/an+1

があり（[Chi98, II.2.3., proof of Lemma II.2.4.]），Frobenius の作用について H1
rig(X0/K)が

mixed with positive weights をもつ（[Chi98, Theorem I.2.2.]）．このことが命題 3.20の証明
において重要である．
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証明.（命題 3.20 =⇒ 定理 3.19）
まず，F ∗a = a を満たす a ∈ π1(X0, ω1, ω2) がただ 1 つであることを示す．もし，a, ga ∈

π1(X0, ω1, ω2) (g ∈ π1(X,ω1))が F ∗ で固定されるならば，

ga = F ∗(ga) = F ∗(g)F ∗(a) = F ∗(g)a

が成り立つ．よって，g = F ∗(g) であるから，g−1F ∗(g) = 1 = 1−1F ∗(1) であるので，命題
3.20によって g = 1である．即ち，a = gaであり，F ∗ で固定される元はたかだか 1つである．
π1(X0, ω1, ω2)(L)が空でないような十分大きい有限次元 Galois拡大体 L/K をとり，1つの

元を a0 とする．a = ga0 (g ∈ π1(X0, ω1)(L))について，

a = F ∗(a)⇐⇒ ga0 = F ∗(ga0)

⇐⇒ ga0 = F ∗(g)F ∗(a0)

⇐⇒ a0 = g−1F ∗(g)F ∗(a0) (3.2)

であることに注意する．そこでまず，hF ∗(a0) = a0 を満たすただ 1 つの h ∈ π1(X0, ω1) を
とり，命題 3.20 によって g−1F ∗(g) = h を満たす g ∈ π1(X0, ω1) をとる．この g に対して，
(3.2) が成り立つので，a = F ∗(a)を満たす a ∈ π1(X0, ω1, ω2)(L)がとれたことになる．
a ∈ π1(X0, ω1, ω2)(L) は，各 M に対して，ベクトル空間としての射 aM : ω1(M) ⊗ L →

ω2(M)⊗ Lを与えるものである．a = F ∗(a)とは，可換図式

ωx(M)⊗ L ωx(M)⊗ L

ωx(F
∗M)⊗ L ωx(F

∗M)⊗ L

φM⊗id

aM

aF∗M

φM⊗id

が存在することである（φを命題 3.13で与えられる同型 ωx ∼= ωx ◦F ∗としている）．すなわち，

(φM ⊗ id) ◦ aM ◦ (φ−1
M ⊗ id) = aF∗M

であるが，ここに σ ∈ Gal(L/K)の元を作用させて，φがK 上定義されていることから

(φM ⊗ id) ◦ aσM ◦ (φ−1
M ⊗ id) = aσF∗M

である．これは，aσ = F ∗(aσ)であることを意味する．唯一性から，aσ = aである．よって，
aは σ 不変で，a ∈ π1(X0, ω1, ω2)(K)である．
結合則についても唯一性から明らか．これで (1)は示された．
(2)を示す．Frobenius endomorphism の性質から，F s = F t1(=: F2)となる自然数 s, tがと
れる．F, F1, F2 に対するものを γ, γ1, γ2 とする．γ = (F ∗)sγ = F ∗

2 γ であるから，一意性より
γ = γ2 である．同様に，γ1 = γ2 も得るので γ = γ1 である．

補題 3.21. X0 の任意の 2 点 x, y に対して，その 2 点を固定する Frobenius endomorphism

が存在する．

証明. x, y が共に Fsp 上定義されているとする．Frs ⊗ idから誘導される Frobenius endomor-

phism が 2点 x, y を固定する．
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補題 3.22. x ∈ X0(κ) とする．x を固定する Frobenius endomorphism F に対して，ωx は
F ∗-ファイバー関手となる．

証明. 命題 3.13 より明らか．

系 3.23. E を rigid triple (X0, Y0, P )上の unipotent isocrystalとする．x ∈ X0(κ)を任意の
点とする．任意の horizontalな vx ∈ E( ]x[ )に対して，各点 y ∈ X0(κ)について（γωx,ωy に
よって）ただ 1つの horizontalな vy ∈ E( ]y[ )が対応し，次を満たす：

(1) 対応 γωx,ωy
: E( ]x[ )→ E( ]y[ ); vx 7→ vy はK 線形で，可逆である．

(2) E = 1lとすると，1は 1に対応する．
(3) f : E → E′ が unipotent isocrystalの射ならば，f(vx)に f(vy)が対応する．
(4) 別の unipotent isocrystal E′ について v′x ∈ E′( ]x[ ) と v′y ∈ E′( ]y[ ) が対応するなら
ば，vx ⊗ v′x ∈ E ⊗ E′( ]x[ )と vy ⊗ v′y ∈ E ⊗ E′( ]y[ )が対応する．

(5) この対応は Frobenius endomorphism と compatible である．即ち，x, y を固定する
Frobenius endomorphism F に対して，以下の可換図式がある：

ωx(E) ωy(E)

ωx(F
∗E) ωy(F

∗E)

γωx,ωy (E)

∼=

γωx,ωy (F
∗E)

∼=

縦の同型は補題 3.22 によるものである．
(6) vx が vy に対応し，（別の点 z ∈ X0(κ)に対して）vy が vz に対応するならば，vx は vz

に対応する．

証明. 定理 3.19を，特に各点 x ∈ X0(κ)が与えるファイバー関手 ωx の場合に対して書き下し
ただけに過ぎない．補題 3.21 によって，任意の y ∈ X0(κ)に対して vx に対応する vy がとれ
ることに注意する．

定義 3.24. 定理 3.19 によって与えられる γω1,ω2
を Frobenius invariant path といい，

v2 = γω1,ω2
(v1) の関係にある 2 つの元 v1 ∈ ω1(E), v2 ∈ ω2(E) は解析接続されている，と

いう．

なお，系 3.23 (5)は，Frobenius endomorphism 以外でも同様の性質が成り立つ：

命題 3.25. f : X ′
0 → X0 を f(x′) = x, f(y′) = y を満たす射とする．このとき，以下の可換図

式がある：
ωx(E) ωy(E)

ωx′(f∗E) ωy′(f
∗E)

γωx,ωy (E)

∼=

γω
x′ ,ωy′ (f

∗E)

∼=

証明. 絶対 Frobeniusの性質から，X と Y の Frobenius endomorphism FX , FY を適切にとる
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ことで，FY ◦ f = f ◦ FX とできる．このとき，

F ∗
Xf

∗(γωx′ ,ωy′ ) = (f ◦ FX)∗(γωx′ ,ωy′ ) = (FY ◦ f)∗(γωx′ ,ωy′ ) = f∗F ∗
Y (γωx′ ,ωy′ ) = f∗γωx′ ,ωy′

より，f∗(γωx′ ,ωy′ )は F ∗
X で固定されるので，f∗(γωx′ ,ωy′ ) = γωx,ωy

が成り立つ．

3.2.5 Coleman関数の定義
ここでは，κ = Fp を課す．T = (X0, Y0, P ) を rigid triple とする．A(T ) =

Γ( ]Y0[ , j
†O ]Y0[ )，Ωi(T ) = Γ( ]Y0[ , j

†Ωi]Y0[
) とし，j†O ]Y0[ 加群 F に対して，F(T ) =

Γ( ]Y0[ ,F)とする．

定義 3.26. F を局所自由 j†O ]Y0[ 加群とする．T 上 F 値抽象 Coleman 関数のなす圏
Aabs(T,F)を次のように定義する：

• 対象は，三つ組 (M, s, y)である．ここで，
– M = (M,∇)は T 上の過収束 isocrystal ，
– s ∈ Hom(M,F)（必ずしも接続と compatibleでない j†O ]Y0[ 加群としての射），
– y = (yx)x∈X0(κ) は，定義 3.24によって互いに解析接続されている元
である．
• f : (M, s, y)→ (M ′, s′, y′)が射であるとは，f :M →M ′ が過収束 isocrystalの射であ
り，s′ ◦ f = sかつ，任意の x ∈ X0(κ)に対して f(yx) = y′x が成り立つもののことを
いう．

定義 3.27. 2つの T 上 F 値抽象 Coleman 関数 (M1, s1, y1), (M2, s2, y2)の和（F 値）を

(M1, s1, y1)⊕ (M2, s2, y2) = (M1 ⊕M2, s1 + s2, (y1, y2))

で定義する．また，T 上 F 値抽象 Coleman 関数 (M1, s1, y1) と G 値抽象 Coleman 関数
(M2, s2, y2)のテンソル積（F ⊗ G 値）を

(M1, s1, y1)⊗ (M2, s2, y2) = (M1 ⊗M2, s1 ⊗ s2, y1 ⊗ y2)

で定義する．

定義 3.28. T 上 F 値 Coleman 関数 全体の集合 ACol(T,F)を，圏 Aabs(T,F)の連結成分全
体の集合として定義する．Aabs(T,F)の対象 (M, s, y)に対応する ACol(T,F)の元を，[M, s, y]

とかく．また，

ACol(T ) := ACol(T, j
†O ]Y0[ ),

ΩiCol(T ) := ACol(T, j
†Ωi]Y0[

),

ΩiCol(T,F) := ACol(T,F ⊗j†O ]Y0[
j†Ωi]Y0[

)

とする．

23



命題 3.29. 抽象 Coleman関数の加法はACol(T,F)に加法を誘導し，これによってACol(T,F)
は可換群となり，また，α ∈ K に対して

α · [M, s, y] = [M, s, αy]

と定めることによって K ベクトル空間となる．さらに，抽象 Coleman関数のテンソル積は双
線型写像

ACol(T,F)×ACol(T,G)→ ACol(T,F ⊗ G)

を誘導し，これによって ACol(T )はK 代数となる．

証明. 例えば，抽象 Coleman 関数の射 (M1, s1, y1) → (N1, t1, z1) と (M2, s2, y2) →
(N2, t2, z2)があると，(M1 ⊕M2, s1 + s2, (y1, y2)) → (N1 ⊕N2, t1 + t2, (z1, z2))が誘導され
る．このような式から ACol(T,F)の加法が well-defined に定まる．他も同様である．

定義 3.30. f : F → G を j†O ]Y0[ 加群の準同型とする．このとき，関手 f∗ : Aabs(T,F) →
Aabs(T,G)を f∗(M, s, y) = (M,f ◦ s, y)によって定義する．これは，写像 f∗ : ACol(T,F) →
ACol(T,G)を誘導する．

(E,∇E), (F,∇F )を 2つの接続とする．このとき，f ∈ Hom(E,F )に対して，

(∇Hom(E,F )f)(e) := ∇F (f(e))− (f ⊗ idΩ1) ◦ ∇E(e) (e ∈ E)

によって，∇Hom(E,F )f ∈ Hom(E,F ⊗ j†Ω1
]Y0[

)が定まる．

定義 3.31. (F,∇F ) を T 上の接続，(M,∇M ) を T 上の unipotent isocrystal とする．
∇[M, s, y] = [M,∇Hom(M,F )s, y] と定めることによって，de Rham 微分 ∇ : ΩiCol(T, F ) →
Ωi+1

Col (T, F )が定義される．∇F が可積分であるなら，∇によって

ACol(T, F )→ Ω1
Col(T, F )→ Ω2

Col(T, F )→ · · ·

は複体となる．これを，Coleman-de Rham 複体という．

定義 3.32. f : T ′ → T を rigid triple の射とする．このとき，抽象 Coleman関数の引き戻し
f∗ を

f∗ : Aabs(T,F)→ Aabs(T
′, f∗F); f∗(M, s, y) = (f∗M,f∗s, f∗y)

で定義する．命題 3.25によって，解析接続によって対応する元は引き戻しでも対応し合うので
well-defined である．これは，K 線形写像 f∗ : ACol(T, F ) → ACol(T

′, f∗F )を誘導する．さ
らに，特に f∗ : ACol(T )→ ACol(T

′)は環準同型となり，f∗ΩiCol(T )→ ΩiCol(T
′) は de Rham

微分と compatibleである．

補題 3.33. X0 が 1点 xで，(M, s, y) ∈ Aabs(T,F)であるとする．このとき，θx((M, s, y)) :=

s(yx) ∈ F( ]x[ )は θx : ACol(T,F)→ F( ]x[ )を誘導する．
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証明. Aabs(T,F)の射 f : (M1, s1, y1)→ (M2, s2, y2)があるとすると，f :M1 →M2 であり，
s2 ◦ f = s1, f(y1) = y2 である．したがって，

s2(y2,x) = s2(f(y1,x)) = s1(y1,x)

であるから，θx は Coleman関数の代表元の取り方に依らず定まっている．

定義 3.34. T 上 F 値局所解析関数の集合を Aloc(T,F) :=
∏

x∈X0(κ)

F( ]x[ ) と定める．

Aloc(T, j
†O ]Y0[ )は環となる．また，Ωiloc(T,F) := Aloc(T,F ⊗ j†Ωi]Y0[

)とする．

定義 3.35. θ : ACol(T,F)→ Aloc(T,F)を，

f 7→ (θx(x
∗f))x∈X0(κ)

で定める．これはK 線形で，F = j†O ]Y0[ のときは環準同型である．

命題 3.36. F 上の接続∇が与えられると，de Rham微分∇ : Ωiloc(T,F)→ Ωi+1
loc (T,F)が与

えられ，以下の図式が可換となる：

ΩiCol(T,F) Ωi+1
Col (T,F)

Ωiloc(T,F) Ωi+1
loc (T,F)

∇

∇

θ θ

証明. 可換性を示す．

∇θ[M, s, y] = ∇((θx[x∗M,x∗s, x∗y])x∈X0(κ))

= ∇((s(yx))x∈X0(κ))

= (∇(s(yx)))x∈X0(κ)

であり，一方で，

θx∇[M, s, y] = θx([M,∇s, y])
= (∇s)(yx)
= ∇(s(yx))− (s⊗ id)(∇(yx))
= ∇(s(yx))

であるから，主張が示された．

命題 3.37. Tx = (x, Y, P )とする．任意の x ∈ X0(κ)に対して，

ACol(T,F)
x∗

−→ ACol(Tx,F)
θx−→ F( ]x[ )

は単射である．

証明. θxx
∗[M, s, y] = 0 即ち s(yx) = 0 であるとする．Ms = ∇−∞ Ker s とおく．yx は

horizontal であるので，補題 3.7 より yx ∈ Ms( ]x[ ) である．系 3.23(3) を用いると，yz ∈
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Ms( ]z[ ) が任意の z ∈ X0(κ) に対して成り立つ．従って，(Ms, 0, y) が抽象 Coleman 関数と
なり，包含写像 Ms → M によって [Ms, 0, y] = [M, s, y] である．さらに，零写像によって
[Ms, 0, y] = [0, 0, 0] = 0であるから，[M, s, y] = 0である．

系 3.38. f を Coleman関数とする．ある ]X0[ の admissible open U 上で θ(f)|U ≡ 0である
ならば，θ(f) ≡ 0であり，f = 0である．

証明. ]x[∩U ̸= ∅ なる x ∈ X0(κ) がとれる． ]x[ は affinoid の逆極限ゆえ一致の定理が成り
立って，θx(x∗f) = θ(f)| ]x[ ≡ 0である．命題 3.37より，f = 0である．よって，θ(f) ≡ 0で
ある．

系 3.39. d : ACol(T )→ Ω1
Col(T )の核はK である．

証明. c ∈ K は，[j†O ]Y0[ , id, c]として ACol(T )の元としてみなすことができることに注意す
る．d[M, s, y] = 0とすると，[M,ds, y] = 0である．従って，θ[M,ds, y] = 0であるから，任
意の x ∈ X0(κ) に対して，(ds)(yx) = 0 である．d(s(yx)) − (s ⊗ id) ◦ d(yx) = 0 で，yx は
horizontalであるから，d(s(yx)) = 0である．以下 1つの x ∈ X0(κ)に着目すると，s(yx)は
定数 c ∈ K である．s(yx) = θx ◦ x∗[M, s, y] であるから，θx ◦ x∗[M, s, y] = c である．一方
で，θx ◦ x∗[j†O ]Y [ , id, c] = cでもあるから，命題 3.37より，[M, s, y] = [j†O ]Y0[ , id, c]であ
る．

定理 3.40. (F,∇F )を T 上の unipotent isocrystal とする．このとき，

ACol(T, F )→ Ω1
Col(T, F )→ Ω2

Col(T, F )

は完全である．

証明. 複体であることは，定義 3.31でみた．[E,ω, y] ∈ Ω1
Col(T, F )に対して，∇[E,ω, y] = 0で

あると仮定する．ここで，ω ∈ Hom(E,F ⊗ j†Ω1
]Y0[

)である．j†O ]Y0[ 加群としてM = E⊕F
とし，∇M (e, f) = (∇E(e),∇F (f) − ω(e)) とする．これは M 上の接続である．π1 : M →
E, π2 :M → F を射影とする．π1 は horizontal（即ち，∇と可換）であることに注意しよう．
Conn( ]Y0[ )における完全列

0→ F →M → E → 0

を考えれば，M が unipotent isocrystal であることがわかる．
N =M intとする．x0 ∈ X0(κ)をとる．仮定より [E,∇ω, y] = 0であるから，θx0

◦x∗0の像を
考えて，∇(ω(yx0

)) = 0である． ]x0[ 上で de Rham 複体は完全であるから，ある g ∈ F ( ]x0[ )
が存在して，∇F (g) = ω(yx0

)となる．
そこで，mx0 := (yx0 , g) ∈M( ]x0[ )とすると，

∇M (mx0) = (∇E(yx0),∇F (g)− ω(yx0)) = 0

ゆえ，mx0
∈ N( ]x0[ )である．mx0

を Frobeniusで解析接続して，m = (mx)x∈X0(κ) を得る．
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このとき，∇[N, π2,m] = [E,ω, y]であることを示そう．

∇(π2)(e, f) = ∇(π2(e, f))− (π2 ⊗ id) ◦ ∇(e, f)
= ∇F (f)− (π2 ⊗ id)(∇E(e),∇F (f)− ω(e))
= ∇F (f)− (∇F (f)− ω(e))
= ω(e)

であるから，
∇[N, π2,m] = [N,∇(π2),m] = [N,ω ◦ π1,m]

である．i : N →M を包含写像とすると，π1◦i(mx0) = yx0 である．したがって，系 3.23(3)よ
り，N i−→M

π1−→ Eによって（x0以外の点に対しても）mと yが対応し，[N,ω◦π1,m] = [E,ω, y]

である．よって，∇[N, π2,m] = [E,ω, y] が示された．

以上 2つの命題によって，特に Coleman関数の積分∫
: ACol(T, j

†Ω1
]Y0[

)d → ACol(T, j
†O ]Y0[ )/K (3.3)

が定義された（ここで ACol(T, j
†Ω1

]Y0[
)d は ACol(T, j

†Ω1
]Y0[

)の horizontalな元全体を表す）．

定義 3.41. 抽象 Coleman 関数 (M, s, y) が極小であるとは，以下の 2 条件が成り立つことを
いう：

(1) N ⊂M が部分 isocrystalで，ある x ∈ X に対して yx ∈ N( ]x[ )であるならば，N =M．
(2) 0 ⊊ N ⊂ Ker sなる部分 isocrystal N はない．

補題 3.42. 全ての Coleman関数 [M, s, y]は，極小な抽象 Coleman関数で代表される．

証明. N ⊂ M が部分 isocrystal で，yx ∈ N( ]x[ ) であるならば，包含写像 N → M

によって，[N, s|N , y] = [M, s, y] である．このように部分対象で置き換える操作
を A とする．また，N ′ ⊂ Ker s であるならば，商写像 M → M/N ′ によって，
[M, s, y] = [M/N ′, s (modN ′), y (modN ′)] である．このように商対象で置き換える操
作を Bとする．
ここで，(M, s, y) が定義 3.41(1) を満たすと仮定したときに，操作 B を施して

(M/N ′, s (modN ′), y (modN ′)) としても定義 3.41(1) を満たすことを示す．N ′ ⊂ L ⊂ M

をとり，ある x に対して yx (modN ′) ∈ L/N ′ であると仮定する．このとき，yx ∈ L

となるが，仮定から L = M である．すなわち，M/N ′ = L/N ′ である．従って，
(M/N ′, s (modN ′), y (modN ′))も定義 3.41(1)を満たす．
さて，定理の主張を示そう．M の j†O ]Y0[ 加群としての rank を r とする．r = 1 のとき，

(M, s, y)自身が極小な抽象 Colemanであることは明らかである．r > 1のときも，可能な限り
操作 Aを施した後に可能な限り操作 Bを施せば，前述したことにより，極小な抽象 Coleman

関数を得ることができる．
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命題 3.43. 与えられた抽象 Coleman関数を代表する極小な抽象 Coleman関数は，ただ 1つ
の同型によってただ 1つに存在する．

証明. (Mi, si, yi) (i = 1, 2)が同じ Coleman関数を代表しているとする．したがって，[M1 ⊕
M2, s1 − s2, (y1, y2)] = 0 である．よって，命題 3.37 より，任意の x ∈ X0(κ) に対して，
(s1 − s2)(y1,x, y2,x) = 0である．
N = ∇−∞ Ker(s1 − s2) とすると，系 3.9 より，(y1,x, y2,x) ∈ N( ]x[ ) である．πi : N →

Mi (i = 1, 2)を射影とする．このとき，π1, π2 が共に同型であることを示そう．
Kerπ1

π2−→ M2 は単射である．（π1, π2 は horizontalな射だから）π2(Kerπ1)はM2 の部分
isocrystalで，Ker s2に含まれるから，極小性より，Kerπ1 = 0である．よって，π1は単射であ
る．次に，π1(N)はM1 の部分 isocrystalで，任意の x ∈ X0(κ)に対して y1,x ∈ π1(N)( ]x[ )

であるから，極小性より π1(N) =M1 である．よって，π1 は全射でもあり，したがって同型で
あることが示された．π2 に関しても同様である．
この同型 π1, π2 によって，(N, si, (y1, y2))

∼−→ (Mi, si, yi) (i = 1, 2)が誘導される．N 上で
は，s1 = s2 であるから，(M1, s1, y1) ∼= (M2, s2, y2)である．
α1, α2 が (M1, s1, y1) → (M2, s2, y2) なる射であるとすると，Ker(α1 − α2) は M1 の部分

isocrystalで，y1 を含むから，Ker(α1 − α2) =M1 である．すなわち，α1 = α2 である．

3.2.6 Coleman理論と Besser理論の整合性
定義 3.44. X ⊂ Y を V スキームの open immersionで，X は smoothで Y は完備であると
する．(X,Y ) に付随する rigid triple を T(X,Y ) := (X ⊗V κ, Y ⊗V κ, Ŷ ) とする（Ŷ は Y の
p 進完備化である）．このような rigid triple を，tight rigid triple という．tight rigid triple

T(X,Y ) が affineとは，X が affineであるようなものをいう．

補題 3.45. T が affine rigid tripleで，E は T 上の unipotent isocrystalであるとする．この
とき，E は j†O ]Y0[ 加群として自由である．

証明. (X0, Y0, P )が affineであるとき，Xrig は affinoidで，]X0[ の strict neighborhood であ
る．したがって，Vλ := ]Y0[ \ ]Y0 \X0[ λ としたときの {Vλ ∩Xrig}λ→1− は， ]X0[ の affinoid

strict neighborhood からなる基底である（ ]Y0 \X0[ λ については，[Ber96, (1.1.8)]）．よって，
主張が補題 2.3 から従う．

定義 3.46. T を affine rigid tripleとする．整数 n ≥ 0に対して，ACol(T )の部分集合 In(T )

を，

• I0(T ) = A(T ) = Γ( ]Y0[ , j
†O ]Y0[ )

• In+1(T ) = A(T ) · {f ∈ ACol(T ) | df ∈ Ω1(T ) · In(T )}

で定める．

注意 3.47. A(T )の元 aは，[j†O ]Y0[ , (a倍写像), 1]として ACol(T )の元とみなす．
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定義 3.48. F を局所自由 j†O ]Y0[ 加群とする．整数 n ≥ 0 に対して，ACol(T ) の部分集合
Ln(T,F)を，[E, s, y]であって，E が，各 Fi/Fi+1 が自明であるような部分 isocrystalによる
filtration E = F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fn+1 = 0をもつもの全体の集合とする．

補題 3.49. Ln(T,F)は ACol(T,F)の部分 A(T )加群で，

ACol(T,F) =
∪
n≥0

Ln(T,F)

である．

証明. Coleman関数 [E, s, y]の E が unipotent であることから明らか．

定理 3.50. T を affine rigid tripleとする．このとき，

Ln(T,F) = In(T ) · F(T )

が成り立つ．特に，Ln(T, j†O ]Y0[ ) = In(T )である．

証明. [E, s, y] ∈ Ln(T,F)とする．T は affineであるから，補題 3.45より．E は自由 j†O ]Y0[

加群である．E の基底を e1, e2, ..., ek とする．i = 1, ..., k に対して，gi ∈ Hom(E, j†O ]Y0[ )を
gi(ej) = δij (j = 1, ..., k)で定め，ri = s(ei) ∈ F(T )とすることで，

s =
k∑
i=1

gi · ri

とかける．すると，

[E, s, y] =
k⊕
i=1

([E, gi, y]⊗ [j†O ]Y0[ , ri, 1])

となる．従って，[E, gi, y] ∈ In(T )が示されれば，Ln(T,F) ⊂ In(T ) · F(T )が示されること
となる．
また，Ln(T,F) ⊃ In(T ) · F(T )についても，Ln(T, j†O ]Y0[ ) · F(T ) ⊂ Ln(T,F)より上同

様に考える．以上から，定理の証明は F(T ) = j†O ]Y0[ の場合に帰着する．
以下，Ln(T, j†O ]Y0[ ) = In(T )を nに関する帰納法で示す．
n = 0について，A(T ) ⊂ L0(T, j

†O ]Y0[ )は明らか．逆に，[1l⊕k, s, y] ∈ L0(T, j
†O ]Y0[ )に対

して，pi :
⊕k

i=1 1l→ 1lを第 i成分への射影，si : 1l→ 1lを si(1) = s(0, ..., 0,
i

1̌, 0, ..., 0)(=: ai)

で定めると， [
k⊕
i=1

1l, s, y

]
=

k⊕
i=1

[1l, si, pi(y)] =
k⊕
i=1

[1l, ai, 1]⊗ [1l, 1, pi(y)]

である．∇[1l, 1, pi(y)] = 0より [1l, 1, pi(y)] ∈ K だから，
[⊕k

i=1 1l, s, y
]
は A(T )の元である．

n ≥ 1とする．[E, s, y] ∈ Ln(T, j†O ]Y0[ )をとる．完全列

0→ E1
i−→ E

π2−→ E2 → 0

29



でE1を自明，E2を E2 = F0 ⊃ · · · ⊃ Fn = 0なる filtrationをもつものと仮定する．E,E1, E2

は自由であるから，加群の射としての section π1 : E → E1 がとれる．si ∈ Hom(Ei, j
†O ]Y0[ )

を用いて s = s1 ◦ π1 + s2 ◦ π2 とかく．対角写像 E → E ⊕ E; e 7→ (e, e)によって，

[E, s, y] = [E ⊕ E, (s1 ◦ π1, s2 ◦ π2), (y, y)] = [E, s1 ◦ π1, y]⊕ [E, s2 ◦ π2, y]

であるから，s = si ◦ πi (i = 1, 2)に対して示せば良い．π2 : (E, s2 ◦ π2, y)→ (E2, s2, π2(y))

によって（但し，π2 は horizontalで，系 3.23(3)によって π2(yx)たちは Frobeniusで接続し
ていることに注意），帰納法の仮定より，

[E, s2 ◦ π2, y] = [E2, s2, π2(y)] ∈ In−1(T ) ⊂ In(T )

である．
また，s1 が horizontalであるときには，

∇(s1 ◦ π1)(e1, 0) = ∇((s1 ◦ π1)(e1, 0))− ((s1 ◦ π1)⊗ id)(∇(e1, 0))
= ∇(s1(e1))− ((s1 ◦ π1)⊗ id)(∇(i(e1)))
= ∇(s1(e1))− ((s1 ◦ π1 ◦ i)⊗ id)(∇(e1))
= ∇(s1(e1))− ((s1 ⊗ id)(∇(e1))
= 0

であるから，ω2 ∈ Hom(E2, j
†Ω1

]Y0[
)を用いて ∇(s1 ◦ π1) = ω2 ◦ π2 と表される．すると，

∇[E, s1 ◦ π1, y] = [E,ω2 ◦ π2, y] = [E2, ω2, π2(y)] ∈ Ln−1(T, j
†Ω1

]Y0[
) = In−1(T )

よって，[E, s1 ◦ π1, y] ∈ In(T )である．
続いて，s1 が horizontal とは限らない場合を考える．E1 =

⊕l
i=1 1l とかき，i = 1, 2, ..., l

に対して，qi : E1 → 1l を射影とする．ai ∈ A(T ) を用いて s1 =
∑
ai · qi とかいたとき，

[E1, qi, y] は qi が horizontal であることから，In(T ) の元であり，ai ∈ A(T ) であるから
[E, s1 ◦ π1, y] ∈ In(T )である．

系 3.51.

ACol(T ) =
∪
n≥0

In(T )

が成り立つ．

証明. 定理 3.50において F = j†O ]Y0[ としたものと，補題 3.49より従う．

以下，3.1節の設定（[Col82]の設定）において考える．Y = P1
OCp

, X = P1
OCp
\ {s0, ..., sd}

（但し，s0, ..., sdは reduction が互いに異なる）として，T = T(X,Y )，U = lim−→
λ→1−

Uλとする．集

合Mi(U)(⊂ AϖCol(U)),Wi(U)(⊂ AϖCol(U)⊗Ω†(U))を帰納的に以下の関係式によって定める：

• W0 = dA†(U)，
• i ≥ 0に対して，Mi(U) = A†(U) ·

∫
(ϖ)

Wi(U)，
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• Wi+1(U) =Mi(U)dz．

そして，M(U) =
∪
i≥0

Mi(U)，W (U) =
∪
i≥0

Wi(U)とする．

定理 3.52. 上の状況で，環同型

θ̃ : ACol(T )→M(U)

と同型
θ̃ : Ω1

Col(T )→W (U)

であって，d ◦ θ̃ = θ̃ ◦ d が成り立ち，かつ，f ∈ ACol(T ) または f ∈ ΩCol(T ) に対して，
θ̃(f)| ]X0[ = θ(f)が成り立つようなものが存在する．

証明. 定理 3.14 によって Coleman 関数を，[N, s, y] であって y = (yx)x∈Y0(κ) が x ∈ (Y0 \
X0)(κ)に対しては yx ∈ N( ]x[∩U)[logϖ t] となるものに bad reductionの場合も含めて拡張
することができる（tは ]x[ の局所座標）．さらに，θも，θ̃ : ACol(T )→ Aϖloc(U)に拡張するこ
とができる（Aϖloc(U)については 3.1節参照，微分形式についても同様）．θ が単射であったか
ら，θ̃ も単射である．以下，θ̃ がそれぞれM(U),W (U)への全射であることを示そう．そのた
めには

θ̃(In(T )) =Mn(U), θ̃(In(T ) · Ω1(T )) =Wn+1(U) (n ≥ 0)

であることを示せばよい．
n = 0のとき，示すべきは

θ̃(A(T )) = A†(U), θ̃(Ω1(T )) = Ω†(U)

であるが，これは θ̃ の拡張の仕方から明らか．
n ≥ 1とする．まず，f ∈ ACol(T )で df ∈ In−1(T )·Ω1(T )なるものをとる．d(θ̃(f)) = θ̃(df)

より，θ̃(f) = ∫
(ϖ)

θ̃(df) + const . であるが，帰納法の仮定より θ̃(df) ∈ Wn(U) であるから，
θ̃(f) ∈ Mn(U)である．In(T )は A(T )上このような f で生成される．θ̃ は環準同型であるこ
とから，

θ̃(A(T ) · f) ⊂ θ̃(A(T )) · θ̃(f) ⊂ A†(U) · θ̃(f) ⊂Mn(U)

であるから θ̃(In(T )) ⊂Mn(U)が示された．
逆に f ∈ Mn(U)で df ∈ Wn(U)なるものをとる．帰納法の仮定より ω ∈ In−1(T ) · Ω1(T )

を用いて df = θ̃(ω)とおける．∫
(ϖ)

ω ∈ In(T )であるから，

df = θ̃

(
d

∫
(ϖ)

ω

)
= dθ̃

(∫
(ϖ)

ω

)

である．従って，f = θ̃
(∫

(ϖ)
ω
)
+ const ∈ θ̃(In(T )) である．θ̃ が環準同型であることから

θ̃(In(T )) ⊃Mn(U)が示された．θ̃(In(T ) · Ω1(T )) =Wn+1(U)についても同様である．
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3.3 Besser と Furusho による接基点の構成
3.3.1 residue functor と接基点の構成
Y を smooth OK-schemeとする．D := Y \X =

∑
i∈I Di を正規交差因子とし，各 Di は

smooth であるとする．J ⊂ I に対して，以下のように定義する．

• DJ :=
∩
j∈J

Dj

• NJ : DJ に対する normal bundle　すなわち，DJ ⊂ Y がイデアル I で定義されてい
るときに，Spec

DJ

(
Sym I/I2

)として与えられている．
• N0

J := NJ \
∪
j∈J

NJ\{j}|DJ
　ただし，N∅ = 0とする．

• D0
J := DJ \

∪
j∈I\J

Dj

• N00
J := N0

J |D0
J

　 i ∈ I に対して，vi を Di,K に付随する K(YK) の付値とする．局所的に Di,K = V (ti) と

表されるときに，OYK
(D−1

K ) = OYK

[∏
i∈I

1

ti

]
とする．χ = (χj)j∈J ∈ Z⊕J に対して，FχJ

を {f ∈ OYK
(D−1

K ) | vj(f) ≥ χj ∀ j ∈ J} で生成される OYK
加群として定義することで，

OYK
(D−1

K )上のmulti-filtration FJ を定義する．
さて，Un(YK , DK) を DK に対数的特異点をもつ YK 上の可積分接続の圏とし，(M,∇ :

M →M ⊗OYK
Ω1
YK

(logDK)) ∈ Un(YK , DK)とする．但し，

Ω1
YK

(logDK) = Ω1
YK

+
∑
i∈I
OYK

dti
ti

である．また，

Ω1
YK

(D−1
K ) := Ω1

YK
(logDK)⊗OYK

OYK
(D−1

K )に filtration
(
Ω1
YK

(logDK)⊗OYK
FχJ

)
χ
,

M(D−1
K ) :=M ⊗OYK

OYK
(D−1

K )に filtration
(
M ⊗OYK

FχJ

)
χ
,

M ⊗OYK
Ω1
YK

(D−1
K )に filtration

(
M ⊗OYK

Ω1
YK

(logDK)⊗OYK
FχJ

)
χ

を入れる．

命題 3.53. d : OYK
→ Ω1

YK
および ∇ : M → M ⊗ Ω1

YK
(logDK) より誘導される d :

OYK
(D−1

K )→ Ω1
YK

(D−1
K ),∇ :M(D−1

K )→M ⊗OYK
Ω1
YK

(D−1
K )は filtrationを保つ．

証明. 同様であるので，∇ :M(D−1
K )→M ⊗OYK

Ω1
YK

(D−1
K )について示す．SpecA ⊂ YK を

とり，Di,K ∩ SpecA = V (ti) (ti ∈ A)と表されるとする．命題 2.3，定理 2.4と同様にしてM

は rank nの自由 A加群 An としてよく，B ∈ Mn(Ω
1
YK

(logDK))を用いて ∇ = d + B と表
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せる．tχ =
∏
j∈J

t
χj

j とすると，FχJ = Atχ である．そこで，

d

a1t
χ

...
ant

χ

+B

a1t
χ

...
ant

χ


の評価を行う（a1, ..., an ∈ A）．a ∈ Aとすると，

d(atχ) = tχ ⊗ da+
∑
j∈J

χjtjχj−1
∏

i∈J\{j}

tχi

i

⊗ adtj
= tχ ⊗ da+

∑
j∈J

χjtjχj

∏
i∈J\{j}

tχi

i

⊗ adtj
tj
∈ FχJ ⊗OYK

Ω1
YK

(logDK)

一方で，B の成分をなす Ω1
YK

(logDK)の元 ω に対して，tχ ⊗ ω ∈ FχJ ⊗OYK
Ω1
YK

(logDK)で
ある．よって，

∇(M ⊗OYK
FχJ ) ⊂M ⊗OYK

FχJ ⊗OYK
Ω1
YK

(logDK)

である．

M(D−1
K )χ :=M ⊗OYK

FχJ などと表すこととする．命題 3.53より，∇から

∇ :M(D−1
K )χ/M(D−1

K )χ+1 →
(
M ⊗OYK

Ω1
YK

(D−1
K )
)χ

/
(
M ⊗OYK

Ω1
YK

(D−1
K )
)χ+1

(3.4)

が誘導される．但し，
∑
i∈J

χ′
i = 1+

∑
i∈J

χi なるmulti-index χ′ = (χ′
i)全てに対してM(D−1

K )χ
′

を考え，それらの和をM(D−1
K )χ+1 としている（他も同様）．

したがって，(3.4)を χの J 成分に関して直和をとることで，

GrJ ∇ : GrJM(D−1
K )→ GrJ

(
M ⊗OYK

Ω1
YK

(D−1
K )
)

が誘導される．但し，GrJM(D−1
K ) :=

⊕
χ

M(D−1
K )χ/M(D−1

K )χ+1 である（他も同様）．

命題 3.54. 上記の設定の下で，N00
J,K = Spec

DJ
GrJOYK

(D−1
K )である．

証明. YK = SpecA として良い．j ∈ J に対して Dj,K = V (tj)，i ∈ I \ J に対して Di,K =

V (ui)，t =
∏
j∈J tj , u =

∏
i∈I\J ui とおく．

ONJ
(NJ) = SymA/(t1,...,tk)

((t1, ..., tk)/(t1, ..., tk)
2) = (SymA(t1, ..., tk))⊗A A/(t1, ..., tk),

ONJ\{j}(NJ\{j}) = Sym
A/(t1,

j
.̌..,tk)

((t1,
j

.̌.., tk)/(t1,
j

.̌.., tk)
2) = (SymA(t1,

j

.̌.., tk))⊗AA/(t1,
j

.̌.., tk)

であるから，NJ\{j}|DJ
は NJ\{j} の中の V (1⊗ tj)で

ONJ\{j}|DJ
(NJ\{j}|DJ

) = (SymA(t1,
j

.̌.., tk))⊗A A/(t1, ..., tk)
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である．よって，NJ\{j}|DJ
は NJ の中では，V (tj ⊗ 1)であるから，

ONJ
(N0

J) = (SymA(t1, ..., tk))

[
1

t

]
⊗A A/(t1, ..., tk) = GrJ A

[
1

t

]
最後に，D0

J は DJ の中の D(u)であるから，

ONJ
(N00

J ) = GrJ A

[
1

tu

]

命題 3.54より，(GrJM(D−1
K ),GrJ ∇)は N00

J,K 上の接続を与えている．

定義 3.55. D, J に付随する residue functorを
ResD,J : Un(YK , DK)→ Un(N00

J,K)

(M,∇) 7→ (GrJM(D−1
K ),GrJ ∇)

と定義する．ResD,J は D, J の両方に依存することに注意する．ResD,J はテンソル関手で
ある．

命題 3.56. これまでの状況において，D = D1 ∪ D2，Di = V (ti) (i = 1, 2) であるとし，
N1 において正規交差因子 D′ = D′

1 ∪ D′
2 を考える．但し，t1, t2 から誘導される N1 のパ

ラメータを t1, t2 としたときに，D′
1 = V (t1), D

′
2 = V (t2) とする．このとき，自然な同型

ψ : N00
D′

1D
′
2

∼−→ N00
D1D2

であって，DK に対数的特異点をもつ YK 上の任意の接続 M に対して，
自然な同型 ψ∗ ResD,12M

∼−→ ResD′,12 (ResD,1M)を誘導するものがある．

証明. YK = SpecAであるとしてよい．

ON00
D′

1D′
2

(N00
D′

1D
′
2
) = Gr12

{(
SymA/(t1)At1/At

2
1

)[ 1
t1
,
1

t2

]}
ここで，

SymA/(t1)At1/At
2
1
∼= A/(t1)⊗A SymA(t1)

∼= A/(t1)[T1]

であるから（T1 は t1 ∈ Sym1
AAt1 の像を表す不定元である），自然な同型

ON00
D′

1D′
2

(N00
D′

1D
′
2
) = Gr12A/(t1)

[
T1,

1

T1
,
1

t2

]
=
⊕
i,j∈Z

A/(t1)[T1]T
i
1t
j
2

A/(t1)[T1]T i1t
j+1
2 +A/(t1)[T1]T

i+1
1 tj2

∼=
⊕
i,j∈Z

A/(t1)[T1]

A/(t1)[T1]T1 +A/(t1)[T1]t2

∼=
⊕
i,j∈Z

A/(t1, t2)

∼= Gr12A

[
1

t1
,
1

t2

]
= ON00

D1D2
(N00

D1D2
)
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がある．これによって，ψ : N00
D′

1D
′
2

∼−→ N00
D1D2

が誘導される．

3.3.2 弱完備化
しばらく V-scheme Y が affine の状況で考える．Y = SpecA とし，D =

∪
Di，Di =

V (ti) (ti ∈ A)とする．

定義 3.57. Aの有限表示 V[x]→ Aの核を I としたとき，

V[x]† := lim−→
λ→1+

{∑
amx

m ∈ V[[x]]
∣∣∣∣|am|λ|m| |m|→∞−−−−−→ 0

}
A† := V[x]†/IV[x]†

とおく．A† を Aの弱完備化という．これは，有限表示の取り方に依らない．

K 微分 d : AK → AK ⊗A Ω1
A/V が与えられると，d : A†

K → A†
K ⊗A Ω1

A/V に拡張され，複体

0→ A†
K → A†

K ⊗A Ω1
A/V → A†

K ⊗A Ω2
A/V → · · · (3.5)

が与えられる．

定義 3.58. 複体 (3.5)の cohomologyを，Y0のK 上のMonsky-Washnitzer cohomology

（以後 MW-cohomology）といい，H•
MW(Y0/K)（K が明らかであるときは H•

MW(Y0)）と
表す．これは，Y の special fiber Y0 のみから定まり，Y0 の lift Y には依らない．

命題 3.59 ([都築 98]). Y0 を κ上の affine smooth variety とすると，

H•
rig(Y0)

∼= H•
MW(Y0)

である．

命題 3.60 ([LS07, Proposition 5.1.20]). 上の状況で，Y ⊂ ANV を閉埋め込みとし，Y ⊂ PNV
を Y の射影閉包とする．このとき，rigid triple Y0 ⊂ Y 0 ⊂ Ŷ を考えることで

Γ( ]Y 0[ , j
†O ]Y 0[

) = A†
K

が成り立つ．

B† を A

[∏
i∈I

1

ti

]
の弱完備化とする．DK に対数的特異点をもつ A†

K の de Rham 複体

DR(A†
K , DK) : A†

K
d−→ Ω1

A†
K

(logDK)→ · · ·

（ただし，Ω1
A†

K

(logDK) := A†
K ⊗A Ω1

A/V +
∑
iA

†
K
dti
ti
とおく）および B†

K の de Rham 複体

DR(B†
K) : B†

K → B†
K ⊗A Ω1

A/V → · · ·
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を考える．命題 3.59 より，H•(DR(B†
K)) = H•

MW((Y \D)κ) = H•
rig((Y \D)κ)であること

に注意しよう．canonical な複体の射

DR(A†
K , DK)→ DR(B†

K) (3.6)

がある．

命題 3.61. Frobenius の lift φ : B†
K → B†

K であって，φ(A†
K) ⊂ A†

K であり，ti 7→ tqi である
ものが存在する．

証明. [Chi98, Remark 3.1.5.] より，Frobenius の lift φ : A† → A† であって，ti 7→ tqi である
ものが存在する．A = V[x]/I と表すと，B†

K = K[x, yi]
†/(I+(tiyi−1)i)であり，φ : A† → A†

が φ(x) = X で定義されているならば，φ(x) = X,φ(yi) = yqi で定義される φ : B†
K → B†

K が
（well-definedで）条件を満たす．

φは Ω1
A†

K

(logDK), B†
K ⊗A Ω1

A/V などにも作用し， これらの (3.6)ヘの作用は compatible

である．

命題 3.62 ([BF06, Proposition 4.2.]). (3.6) から誘導される H1(DR(A†
K , DK)) →

H1(DR(B†
K))は単射である．

系 3.63. φ : H1(DR(A†
K , DK))→ H1(DR(A†

K , DK))は φの取り方に依らず，また，strictly
positive weights をもつ．

証明. 命題 3.20の証明と同様に，H1(DR(B†
K)) = H1

rig((Y \D)κ)は strictly positive weights

をもつので，命題 3.62により主張が従う．

Un(A†
K , DK)を，D に対数的特異点をもつ unipotent 可積分 A†

K-接続の圏とする．すなわ
ち，この圏の対象は，底空間が A†

K 加群の接続 M で，∇ : M → M ⊗A Ω1
A/V +

∑
iM

dti
ti
の

形をしているようなものである．φの pullbackによって，作用

φ∗ : Un(A†
K , DK)→ Un(A†

K , DK)

がある．これによって，π1(Un(A†
K , DK), ω1, ω2)に φ∗ が作用する．系 3.63を用いて定理 3.19

と同様に，次の定理が示される：

定理 3.64. (1) ω1, ω2 を Un(A†
K , DK) の φ∗-ファイバー関手とする．このとき，ただ 1 つ

の γω1,ω2
∈ π1(Un(A†

K , DK), ω1, ω2) が存在し，φ∗γω1,ω2
= γω1,ω2

である．さらに ω3

を別の φ∗-ファイバー関手とすると，結合則 γω2,ω3
◦ γω1,ω2

= γω1,ω3
が成り立つ．

(2) γω1,ω2 は φのとり方に依らない．すなわち，ω1, ω2 が共に φ∗
1-ファイバー関手であるよ

うな別の φ1 をとっても，φ∗γω1,ω2
= γω1,ω2

で定まる γω1,ω2
は φ∗

1γω1,ω2
= γω1,ω2

を満
たす．

vj を Dj,K に付随する B†
K の付値とする．χ = (χj)j∈J ∈ Z⊕J に対して，FχJ を {f ∈ B†

K |
vj(f) ≥ χj ∀ j ∈ J} で生成される A†

K 加群として定義することで，B†
K 上の multi-filtration
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FJ を定義する．
さて，(M,∇) ∈ Un(A†

K , DK)をとる．また，

Ω1
B†

K

:= Ω1
A†

K

(logDK)⊗A†
K
B†
Kに filtration

(
Ω1
A†

K

(logDK)⊗A†
K
FχJ

)
χ

M ⊗A†
K
B†
Kに filtration

(
M ⊗A†

K
FχJ

)
χ

M ⊗A†
K
ΩB†

K
に filtration

(
M ⊗A†

K
Ω1
A†

K

(logDK)⊗A†
K
FχJ

)
χ

を入れる．
先と同様に，d,∇は filtrationを保つので，

GrJ ∇ : GrJ(M ⊗A†
K
B†
K)→ GrJ

(
M ⊗A†

K
Ω1
B†

K

)
が誘導される．一方で，N00

J = SpecGrJ B である．[LS07, Proposition 8.1.13.] より，圏同値
Isoc†(N00

J,κ)
∼= Conn†((GrJ B)†K) があることに注意すると，これによって，Isoc†(N00

J,κ)の対象
が与えられている．すなわち，これを関手

ResD,J : Un(A†
K , DK)→ Un†(N00

J,κ)

とする．
Un(A†

K , DK)上のファイバー関手を定義しよう．x ∈ (Y \D)κ に対して ω‡
x を，制限

Un(A†
K , DK)

制限−−→ Un(XK)
∼−→ Un†(X0)

と Un†(X0)上のファイバー関手 ωx の合成で定義し，y ∈ N00
J,κ に対して ω‡

y を，上で定義した
ResD,J と Un†(N00

J,κ)上のファイバー関手 ωy の合成で定義する．定理 3.64によって，これら
のファイバー関手の間には，canonical な同型がある．さらにこれらのファイバー関手を制限関
手 Un(YK , DK) → Un(A†

K , DK)で引き戻すことによって，Un(YK , DK)上のファイバー関手
を得る．
Y が affine でない場合を考える．affine covering Y =

∪
U を考え，U それぞれに対し

て，上記の構成によってファイバー関手を得ることができる．Un(XK)(∼= Un†(X0)) の good

reduction の場合のファイバー関手の間に canonical な同型があったこと（定理 3.19）から，
異なる affine U1, U2 とその中の x1 ∈ (U1 \ D)κ, x2 ∈ (U2 \ D)κ に対して，affine covering

の取り方に依らない canonical な同型 ωx1
∼= ωx2

がある．この同型を介することによって，
Un(YK , DK)上のあらゆるファイバー関手について，canonical な同型があることがわかる．

3.3.3 定数項と接基点での値
ここでは，定義 3.16 の状況で考える．Y0 が 2 次元の場合を考えよう（1 次元の場合も同様
である）．D = Y0 \ X0 が x ∈ D の近傍で，Y = SpecA，D = V (t1t2), Di = V (ti) (i =

1, 2), x = V (t1, t2) ⊂ Y0 と表されているとする．
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命題 3.65. M ∈ Un(YK , DK)として，f ∈ ωx(M)を horizontal section とし，これをN00
12 に

解析接続したものを ResD,12 f とする．このとき，

const(f ; t1, t2) = (ResD,12 f)|(t1,t2)=(1,1)

である．

証明. ∇ = d + B (B ∈ Mn(Ω
1
A(logDK)) と表す．このとき，ResD,12∇ = d + ResD,12B

であり，ResD,12B = B1
dt1
t1

+ B2
dt2
t2

(B1, B2 ∈ Mn(K)) の形で表せる．c ∈ K に対して，
gc := c exp(−B1 log t1 −B2 log t2)とおくと（B1, B2 は冪零上三角行列であるから expの展開
は有限であることに注意），

(ResD,12∇)(gc)

= −c
(
B1

dt1
t1

+B2
dt2
t2

)
exp(−B1 log t1 −B2 log t2) +

(
B1

dt1
t1

+B2
dt2
t2

)
gc

= 0

となって，gc は ResD,12∇の horizontal section である．そこで，c(f) := const(f, t1, t2)と
して，s ∈ N00

12,κ に対して，

ωx(M)→ ωs(M); f 7→ gc(f)

は，π1(Un(YK , DK), ωx, ωs)の元を定める．これを γ とする．

c(f) = gc(f)|(t1,t2)=(1,1)

であるから，γ が Frobenius invariant path であることを示せれば，gc(f) = ResD,12 f を得て
主張が示される．そのためには，図式

ωx(M) ωs(M)

ωx(F
∗M) ωs(F

∗M)

γM

F∗

γF∗M

F∗

の可換性を示せば良い．
F ∗(M,∇)は，F ∗∇ = d+ F ∗B,F ∗(t1) = tp1, F

∗(t2) = tp2 によって与えられるとしてよく，
ResD,12 F

∗B = pB1
dt1
t1

+ pB2
dt2
t2
となる．したがって，

γF∗M ◦ F ∗(f) = c(F ∗f) exp(−pB1 log t1 − pB2 log t2)

F ∗ ◦ γM (f) = F ∗(c(f) exp(−B1 log t1 −B2 log t2))

= c(f) exp(−B1 log t
p
1 −B2 log t

p
2)

で，c(f) = c(F ∗f)であることに注意すると，示された．
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3.3.4 代数的起源の Coleman関数の構成
以下，2つの関手

Un(YK , DK)
制限−−→ Un((Y \D)K)

∼−→ Un†((Y \D)κ)

M 7→ M |(Y \D)K 7→ j†M |rig(Y \D)K

Mod(OYK
)
制限−−→ Mod((Y \D)K)→ Mod(j†O ]Y0[ )

F 7→ F|(Y \D)K 7→ j†F|rig(Y \D)K

をともに •† とかくこととする．ここで，Un((Y \ D)K)
∼−→ Un†((Y \ D)κ) は圏同値である

（[CLS99, PROPOSITON 2.4.1.]）．

定義 3.66. F を局所自由OYK
加群とする．YK 上DK に対数的特異点をもつ F 値代数的起源

の抽象 Coleman関数のなす圏 Aalg
abs(YK , DK ,F)を次のように定義する：

• 対象は，三つ組 (M, s, y)である．ここで，
– M = (M,∇) ∈ Un(YK , DK)，
– s ∈ Hom(M,F)（必ずしも接続と compatibleでない OYK

加群としての射），
– y = (yx)x∈(Y \D)(κ)は，horizontal section yx ∈M†( ]x[ )の集まりで系 3.23 によっ
て解析接続されている

である．
• f : (M, s, y)→ (M ′, s′, y′)が射であるとは，f :M →M ′ が接続の射であり，s′ ◦ f = s

かつ，任意の x ∈ (Y \D)(κ)に対して f†(yx) = y′x が成り立つもののことをいう．

定義 3.67. YK 上 DK に対数的特異点をもつ F 値代数的起源の Coleman 関数全体の
集合 Aalg

Col(YK , DK ,F) を，圏 Aalg
abs(YK , DK ,F) の連結成分全体の集合として定義する．

Aalg
abs(YK , DK ,F)の対象 (M, s, y)に対応する Aalg

Col(YK , DK ,F)の元を [M, s, y]とかく．

定義 3.68. 写像 •† : Aalg
Col(YK , DK ,F)→ ACol(T,F†)を，[M, s, y] 7→ [M†, s†, y]と定義する．

定義 3.69. θalg : Aalg
Col(YK , DK ,F)→ Aloc(T,F†)を，f 7→ θ(f†) で定める．

命題 3.70. θalg は単射である．

証明. x ∈ (Y \D)(κ)を固定する．θalg[M, s, y] = 0，特に x成分のみに着目して s†(yx) = 0で
あるとする．Ms = ∇−∞ Ker sとおく（これは，補題 3.6と同様に代数的に構成したものであ
る）．•† は完全関手であるので，∇−∞ Ker(s†) =M†

s であることに注意する．yx は horizontal

であるので，補題 3.7 より yx ∈ ∇−∞ Ker(s†) = M†
s ( ]x[ ) である．系 3.23(3) を用いると，

yz ∈ M†
s ( ]z[ )が任意の z ∈ X0(κ)に対して成り立つ．従って，(Ms, 0, y)が抽象 Coleman関

数となり，包含写像Ms →M によって [Ms, 0, y] = [M, s, y]である．さらに，零写像によって
[Ms, 0, y] = [0, 0, 0] = 0であるから，[M, s, y] = 0である．
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系 3.71. •† は単射である．

証明. θalg = θ ◦ •† であるから，命題 3.70より •† は単射である．

命題 3.72. 次の図式は可換である：

Aalg
Col(YK , DK ,OYK

) ACol(T, j
†O]Y0[)

Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK)) ACol(T, j
†Ω1

]Y0[
)

†

∇∇

†

証明. [M, s, y] ∈ Aalg
Col(YK , DK ,OYK

)をとる．

(∇[M, s, y])† = [M†, (∇s)†, y] および ∇([M, s, y]†) = [M†,∇(s†), y]

であるから，(∇s)† = ∇(s†)を示せばよい．

(∇s)† = (d ◦ s− (s⊗ id) ◦ ∇M )†

∇(s†) = d ◦ s† − (s† ⊗ id) ◦ ∇M†

であることに注意する．
局所的にみることで，YK = SpecA，DK = V (t)（t ∈ A），XK = YK \DK，M = OnYK

などと

表されているとしてよい．pi : OnYK
→ OYK

を第 i成分への射影とする．s(0, ..., 0,
i

1̌, 0, ..., 0) =

si ∈ Aとおき，si : OYK
→ OYK

とみなして s =
∑n
i=1 si · pi の形でかく．∇M = d+B (B =

(bij)ij ∈ Mn(Ω
1
YK

(logDK)))と表したときに，m = (mi)i ∈ OnYK
の像は，

∇Hom(M,OYK
)(s)(m) = d(s(m))− (s⊗ id) ◦ ∇M (m)

= d

(∑
i

simi

)
−
∑
i

si

dmi +
∑
j

bijmj


=
∑
i

dsi −∑
j

sjbji

mi

である．よって，

∇Hom(M,OYK
)(s) =

dsi −∑
j

sjbji


i

である．A→ O(Y rig
K )→ j†O(Y rig

K )による aの像を a‡と表すことにする（Ω1
A → Ω1(Y rig

K )→
j†Ω1(Y rig

K )についても同様とする）．•† は加法的関手であり，∇M† = d+ B† と表したときに
B† = (b‡ij)であるから，

(∇(s))† =

ds‡i −∑
j

s‡jb
‡
ji


i

= ∇(s†)

である．
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命題 3.73. ∇ : Aalg
Col(YK , DK ,OYK

)→ Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK))の核はK である．

証明. ∇(f) = 0であるとする．すると，∇(f†) = ∇(f)† = 0であるから，系 3.39より，f† ∈ K
である．•† の単射性より，f ∈ K である．

定理 3.74.

Aalg
Col(YK , DK ,OYK

)→ Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK))→ Aalg
Col(YK , DK ,Ω

2
YK

(logDK))

は完全である．

証明. 複体であることは，接続の可積分性から従う．
逆に，[E,ω, y] ∈ Aalg

Col(YK , DK ,Ω
1
YK

(logDK)) に対して，∇[E,ω, y] = 0 であると仮定
する．ここで，ω ∈ Hom(M,Ω1

YK
(logDK)) である．OYK

加群として M = E ⊕ O とし，
∇M (e, f) = (∇E(e), df − ω(e)) とする．π1 : M → E, π2 : M → O を射影とする．π1 は
horizontal （即ち，∇と可換）であることに注意しよう．Conn(YK)における完全列

0→ O →M → E → 0

を考えれば，M が unipotent 接続であることがわかる．
N = M int とする．これは，補題 3.6と同様に代数的にも構成したものである．•† の完全性
から，N† =M† int であることに注意する．x0 ∈ X0(κ)をとる．仮定より [E,∇ω, y] = 0であ
るから，θalg の像を考えて，∇(ω†(yx0)) = 0である． ]x0[ 上で de Rham 複体は完全であるか
ら，ある g ∈ O†( ]x0[ )が存在して，dg = ω†(yx0

)となる．
そこで，mx0

:= (yx0
, g) ∈M†( ]x0[ )とすると，

∇M†(mx0
) = (∇E†(yx0

), dg − ω†(yx0
)) = 0

ゆえ，mx0
∈ N†( ]x0[ )である．mx0

を Frobeniusで解析接続して，m = (mx)x∈X0
を得る．

このとき，∇[N, π2,m] = [E,ω, y]であることが補題 3.6の証明と同様に示される．

Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK))d を，Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK)) の horizontal な元全体の
集合とする．以上の議論から，次の定理が証明された．

定理 3.75. 代数的起源の Coleman関数の積分が∫
: Aalg

Col(YK , DK ,Ω
1
YK

(logDK))d → Aalg
Col(YK , DK ,OYK

)/K

が以下の図式が可換となるように定義される：

Aalg
Col(YK , DK ,Ω

1
YK

(logDK))d Aalg
Col(YK , DK ,OYK

)/K

ACol(T, j
†Ω1

]Y0[
)d ACol(T, j

†O ]Y0[ )/K

∫
† ∫ †
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定義 3.76. 写像 ResD,J を

ResD,J : Aalg
Col(YK , DK ,F)→ Aalg

Col(N
00
J,K , ∅,ResD,J F)(=: Aalg

Col(N
00
J,K ,ResD,J F))

[M, s, y] 7→ [ResD,JM,GrJ s,ResD,J y]

と定義する．ただし，ResD,J y = (yx)x∈N00
J,κ
は y を定理 3.64に従って解析接続した元である．

命題 3.77. f = [M, s, y]を YK 上DK に対数的特異点をもつOYK
値の代数的起源の Coleman

関数とし，D =
∑

Dj とかけているとする．f (Dj) = ResD,j f とする．ωi ∈ Ω1
YK

(logDK)，
gi を同じく代数的起源の Coleman関数としたときに，

df =
∑
i

ωigi

と表されているならば，
df (Dj) =

∑
i

(ResD,j ωi) · g
(Dj)
i

である．ここで，Dj が局所的にパラメータ tj で定義されているとして，ω′ ∈ Ω1
YK

(logD\Dj)，
aj ∈ OYK

に対して，ω = ω′ + aj
dtj
tj
とかけているときに，

ResD,j ω := ω′|tj=0 + aj |tj=0 ·
dtj
tj

である．

証明. gi = [(Mi,∇i), si, ki] とおく．ωi = [(OYK
, d), ωi, 1] とみなせる．このとき，定理 3.74

の証明と同様の議論によって
f =

[
N int, p, (ki, l)

]
である．ただし，•int は定義 3.8によるもので，

N = (N,∇) =

((⊕
i

Mi

)
⊕OYK

,∇

)

∇(mi, c) =

(
∇i(mi), dc−

∑
i

ωisi(mi)

)
,

p :

(⊕
i

Mi

)
⊕OYK

→ OYK
を射影，

lは dl =
∑
i

s†i (ki)ω
†
iを満たすもの

としている．ここで，f0 =
[
(N,∇) , p, (ki, l)

]とすると，
f
(Dj)
0 =

[
(ResD,j N,ResD,j ∇),Gr(p), (ki, l)

]
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である．ここで，
ResD,j N =

(⊕
i

ResD,jMi

)
⊕ ResD,j OYK

,

(ResD,j ∇)(mi, c) =

(
(ResD,j ∇i)(mi), dc−

∑
i

ResD,j ωi ·Gr(si)(mi)

)
と計算される．従って，

d(Gr(p))(mi, c) = d
(
Gr(p)(mi, c)

)
− (Gr(p)⊗ id)((ResD,j ∇)(mi, c))

= dc−

(
dc−

∑
i

ResD,j ωi ·Gr(si)(mi)

)
=
∑
i

ResD,j ωi ·Gr(si)(mi)

となるから，df (Dj)
0 =

∑
i (ResD,j ωi) · g

(Dj)
i である．関手 ResD,j は可積分性に依存しな

いので，包含写像 N int → N によって射 ResD,j(N
int) → ResD,j N が得られる．これは

f (Dj) = f
(Dj)
0 を引き起こし，主張が示された．

4 p進多重ゼータ値
4.1 複素多重ゼータ値
4.1.1 複素多重ゼータ値の定義
まずは，複素多重ゼータ値に関する事実を述べる．これらは 4.2節以降で p進多重ゼータ値に

対して類似を考えることになる．以後この論文全体を通して，k ∈ Z>0，a = (a1, a2, ..., ak) ∈
Zk>0 とする．

定義 4.1. （複素）多重ゼータ値（MZV）とは，

ζ(a) =
∑

m1<m2<···<mk,
mi∈Z>0

1

ma1
1 m

a2
2 · · ·m

ak
k

の形で与えられる複素数のことをいう．

定義 4.2. a ∈ Zk>0 が admissibleであるとは， ak > 1を満たすことをいう．

定理 4.3. 多重ゼータ値 ζ(a) の値が収束する必要十分条件は，a が admissible であることで
ある．

定義 4.4. admissible な a ∈ Zk>0 に対して，多重ポリログ関数 Lia : {z ∈ C | |z| < 1} → Cを

Lia(z) =
∑

m1<m2<···<mk,
mi∈Z>0

zmk

ma1
1 m

a2
2 · · ·m

ak
k

で定義する．

43



定理 4.5. admissible な指数 aに対して，

ζ(a) = lim
z→1

Lia(z)

である．

4.1.2 調和積とシャッフル積
定義 4.6. Q[Z0

>0] := Q[∅]，正整数 k に対して Q[Zk>0] を，和を形式和として Zk>0 の元で
生成される有理数係数ベクトル空間と定義する．また，R = ⊕k≥0Q[Zk>0] とする．調和積
∗ : R×R → Rとは，Q双線型写像であって，以下のように帰納的に定義されるものである：

• 任意の a ∈ Zk>0 に対して，∅ ∗ a = a ∗ ∅ = aである．
• 任意の a ∈ Zk>0,b ∈ Zl>0に対して，a∗b = (a−∗b, ak)+(a∗b−, bl)+(a−∗b−, ak+bl)

である．但し，a = (a1, ..., ak),b = (b1, ..., bl) に対して，a− = (a1, ..., ak−1),b− =

(b1, ..., bl−1)とする．

R0 を admissibleな指数で生成される Rの部分空間とする．a 7→ ζ(a)を R0 に Q線型に拡
張する．

定理 4.7 (MZVに対する調和積等式). admissibleな a,bに対して，

ζ(a)ζ(b) = ζ(a ∗ b)

が成立する．

定義 4.8. 自然数 k, lに対して，

Sh≤(k, l) :=
∪
N

{
σ : {1, ..., k + l} → {1, ..., N}

∣∣∣ σは全射で，
σ(1)<···<σ(k),σ(k+1)<···<σ(k+l)

}
とおく．さらに，a ∈ Zk>0,b ∈ Zl>0 および σ ∈ Sh≤(k, l)に対して，

σ̃(a,b) := (c1, ...cN )

を N = |Im σ|かつ

ci =


as + bt−k if σ−1(i) = {s, t} with s < t

as if σ−1(i) = {s} with s ≤ k
bs−k if σ−1(i) = {s} with s > k

で定める．

命題 4.9. a ∈ Zk>0,b ∈ Zl>0 とする．

a ∗ b =
∑

σ∈Sh≤(k,l)

σ̃(a,b)
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である．したがって，
ζ(a ∗ b) =

∑
σ∈Sh≤(k,l)

ζ(σ̃(a,b))

である．

証明. 定義から明らか．

定義 4.10. P := Q⟨A,B⟩をQ上 2変数非可換多項式環とする．シャッフル積ш : P×P → P
とは，Q双線形写像であって，以下のように帰納的に定義されるものである：

• 任意のW ∈ P に対して，W ш ∅ = ∅шW =W．
• 任意の W,W ′ ∈ P，任意の U, V ∈ {A,B} に対して，(UW )ш (VW ′) =

U(W ш (VW ′)) + V ((UW )шW ′)．

a = (a1, ..., ak) ∈ Zk>0に対して，Aak−1B · · ·Aa1−1B ∈ P を対応させることで，Rにシャッ
フル積шを考えることができる．

定理 4.11 (MZVに対するシャッフル積等式). admissibleな a,bに対して，

ζ(a)ζ(b) = ζ(aшb)

が成立する．

定理 4.12 (MZVに対する複シャッフル関係式). admissibleな a,bに対して，

ζ(a ∗ b) = ζ(aшb)

が成立する．

4.2 p進多重ゼータ値の定義
4.2.1 p進多重ゼータ値の定義
3.1 節における記号を用いて Y = P1

V , X = SpecV
[
t,
1

t
,

1

t− 1

]
, Y0 = P1

Fp
, X0 = P1

Fp
\

{0, 1,∞} = SpecFp
[
t,
1

t
,

1

t− 1

]
とする．また，3.1 節の通りに U をとり，単に AϖCol :=

AϖCol(U),ΩϖCol := ΩϖCol(U)とかく．

定義 4.13. a = (a1, a2, ..., ak) ∈ Zk>0 に対して，p進多重ポリログ（pMPL）Lia : ]0[→ Cp
を，

Lia(z) =
∑

m1<m2<···<mk,
mi∈Z>0

zmk

ma1
1 m

a2
2 · · ·m

ak
k

(4.1)

で定義する．

命題 4.14. ]0[ で Lia(z)は収束する．Lia(1)は発散する．
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証明. p進における無限級数
∞∑
n=1

sn が収束することと，p進の意味で lim
n→∞

sn = 0であること

が同値なことに注意しよう．Lia(z) の zN の係数を t
(k)
N :=

∑
m1<m2<···<N,

mi∈Z>0

1

ma1
1 m

a2
2 · · ·Nak

と

する．

min
m1<m2<···<N

ordp
1

ma1
1 m

a2
2 · · ·Nak

= − max
m1<m2<···<N

ordp(m
a1
1 m

a2
2 · · ·Nak)

≥ −(a1 + · · ·+ ak) logpN

であるから，超距離不等式より
|t(k)N |p ≤ p

(a1+···+ak) logpN = N (a1+···+ak)

である．|z|p < 1であるならば，

|t(k)N zN |p ≤ N (a1+···+ak)|z|Np → 0 (N →∞)

であるから，p進における無限級数の収束条件から，|z|p < 1において Lia(z)は収束する．
次に，Lia(1) が発散することを k に関する帰納法で示す．k = 1 のときは，|t(1)N |p =

|Na1 |−1
p ≥ 1より，

∞∑
N=1

t
(1)
N は発散する．

次に k > 1のときは，

|t(k)N |p = |N
ak |−1

p ·

∣∣∣∣∣
N−1∑
i=1

t
(k−1)
i

∣∣∣∣∣
p

≥

∣∣∣∣∣
N−1∑
i=1

t
(k−1)
i

∣∣∣∣∣
p

であり，帰納法の仮定から
N−1∑
i=1

t
(k−1)
i はN →∞のとき発散するので，t(k)N は 0に収束しない．

したがって，主張が示された．

補題 4.15. z ∈ ]0[ とすると，

d

dz
Lia(z) =


1

z
Lia1,...,ak−1(z) (ak ≥ 2)

1

1− z
Lia1,...,ak−1

(z) (ak = 1)

d

dz
Li1(z) =

1

1− z
証明. 明らか．

定義 4.16. a = (a1, a2, ..., am) ∈ Zm>0 に対して，Coleman 関数としての p 進多重ポリログ
（pMPL） Liϖa (z) ∈ AϖCol を，反復積分

Liϖa (z) :=


∫ z

0

dt

t
Lia1,...,ak−1(t) (ak ≥ 2)∫ z

0

dt

1− t
Lia1,...,ak−1

(t) (ak = 1)

Liϖ1 (z) :=

∫ z

0

dt

1− t
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によって定義することができる．ここで，∫ β
α
f(t)dtは，f(t)の Coleman 関数としての原始関

数 F (t) に対して，F (β) − F (α) を表す．F の取り方は定数分の不定性を除いて定まるので，
F (β)− F (α)は一意に定まる．

命題 4.17. Liϖk (z)| ]0[ ∈ A( ]0[ )，Liϖk (z)| ]1[ ∈ A( ]1[ )[logϖ(z − 1)]，
Liϖk (z)| ]∞[ ∈ A( ]∞[ )

[
logϖ

(
1

z

)]
である．

証明. ]0[ においては，(4.1)と同じ冪級数展開をもつことから従う．
]1[ においては，Liϖ1 (z) = − logϖ(z−1)であり，1

t
=

1

1− (1− t)
= 1+(1−t)+(1−t)2+· · ·

などを用いて繰り返し積分することで帰納的に従う．
]∞[ でも同様に， 1

1− t
= −1

t
− 1

t2
− · · · を用いて繰り返し積分することで帰納的に従

う．

定義 4.18. α ∈ Cp とし，f(z)を Cp 上で定義された関数とする．Qp(z1, z2, ...)/Qp の不分岐
次数が有限であるような αに収束する任意の数列 {zn}に対して， lim

n→∞
f(zn)が同じ値に収束

するとき，その値を l̃im
z→α

f(z)とかき，̃lim
z→α

f(z)は収束するという．そうでないとき，̃lim
z→α

f(z)

は発散するという．

補題 4.19. k ≥ 0に対して，̃ lim
z→0

z(logϖ z)k = 0である．

証明. k = 0のとき明らか．
L を Qp 上不分岐次数 e が有限であるような体とする．uniformizer を π とする．εn ∈ L

で εn → 0 であるとする．εn = un · πrn (un ∈ O×
L , rn ∈ Z) と表す．pc > e となる

c ∈ Z>0 をとる．sn ∈ Z>0 を pと互いに素で usnn ≡ 1 (modπOL) であるようなものとする．
αn = usnn − 1 ∈ πOL とおく．このとき，

(usnn )p
c

= (1 + αn)
pc ≡ 1 + αp

c

n ≡ 1 (mod pOL)

である．したがって，
logϖ un =

1

snpc
logϖ(usnn )p

c

∈ 1

pc
OL

であるから，((logϖ un + rn log
ϖ π)k

)
n∈Z>0

は有界なので

εn(log
ϖ εn)

k = εn(log
ϖ un + rn log

ϖ π)k
n→∞−−−−→ 0

補題 4.20. l ≥ 0に対して，g(z) =
l∑

k=0

ak (log
ϖ z)

k
(ak ∈ Cp)とする．このとき，

l̃im
z→0

g(z)が収束⇐⇒ k ≥ 1に対して，ak = 0

証明. ⇐=は明らか．=⇒を示す．|α|p < 1で logϖ α ̸= 0なる αをとり，zn = αn とすると，

g(zn) =
l∑

k=0

akn
k (logϖ α)

k
=

l∑
k=0

bkn
k となる．ただし，定数 bk を bk = ak (log

ϖ α)
k とおい
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た．{g(zn)}が収束することから，階差

∆g(zn) := g(zn+1)− g(zn) =
l∑

k=1

bk((n+ 1)k − nk)

は 0に収束する．繰り返し階差を取って∆lg(zn) = l!bl が 0に収束する．すなわち，bl = 0で，
al = 0である．これは，a1 = · · · = al = 0を意味する．

命題 4.21. aを fixする．̃ lim
z→1

Liϖa (z)の収束・発散は，ϖに依らない．さらに，収束する場合
には，その値も ϖ に依らない．

証明.

Liϖa (z) = f0(z−1)+f1(z−1) logϖ(z−1)+· · ·+fm(z−1)(logϖ(z−1))m (fi ∈ A( ]0[ )) (4.2)

と展開する．f0, ..., fm は命題 3.5より ϖ に依らない．補題 4.19より

l̃im
z→1

Liϖa (z) = l̃im
z→1

(f0(0) + f1(0) log
ϖ(z − 1) + · · ·+ fm(0)(logϖ(z − 1))m)

である．したがって，補題 4.20より，Liϖa (z)が収束することと，i ≥ 1に対して fi(0) = 0 で
あることは同値である．この条件は ϖ に依らない．またこのとき，

l̃im
z→1

Liϖa (z) = f0(0) (4.3)

であるが，この値も ϖ に依らない．

定義 4.22. l̃im
z→1

Liϖa (z) が収束するような a に対して，その値のことを p 進多重ゼータ値
（pMZV） ζp(a)と定義する．命題 4.21より，この定義は ϖ に依らない．定理 4.37で，aが
admissibleであるときに，ζp(a)が定まることを示す．

定理 4.23. 全ての pMZVは Qp の元である．

証明.
1

t
,

1

1− t
はともに Qp 上定義された微分形式であり，Coleman積分が Gal(Qp/Qp)の作

用と compatibleであること（[BdJ03, Remark 2.3.]）から，分枝としてϖ ∈ Qp の場合を考え
れば，Liϖa (z)は Galois 不変である．よって，ζp(a) ∈ Qp である．

4.2.2 p進 KZ方程式
環 Rに対して R⟨⟨A,B⟩⟩を，A,B を変数とする R上非可換形式的冪級数環とする．以後 ϖ

を固定する．

定義 4.24. （形式的）p進 Knizhnik-Zamolodchikov 方程式（pKZeq）を，
dG

du
(u) =

(
A

u
+

B

u− 1

)
G(u) (pKZeq)

とする．但し，G(u) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩とする．

48



定義 4.25. uA := 1+
logϖ u

1!
A+

(logϖ u)2

2!
A2+· · · ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩（すなわち，exp(A logϖ u)を

形式的に展開したもの）とする．これと同様に u−Aなども定義する．また，Gϖ0 (u) ≈ uA (u→
0)であるとは，Gϖ0 (u) · u−A|A( ]0[ )⟨⟨A,B⟩⟩ ∈ 1+A( ]0[ )⟨⟨A,B⟩⟩ ·A+A( ]0[ )⟨⟨A,B⟩⟩ ·B かつ
Gϖ0 (0) = 1 ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩であることとして定義する．他も同様に定義する．

補題 4.26. G(u),H(u) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩を (pKZeq)の解とし，H(u)は可逆であるとする．こ
のとき，H(u)−1G(u) ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩である．

証明. H ·H−1 = 1を両辺微分して H ′ ·H−1 +H · (H−1)′ = 0即ち (H−1)′ = −H−1H ′H−1

となることに注意する．従って，
d

du
(H−1G) = −H−1 dH

du
H−1G+H−1 dG

du

= −H−1

(
A

u
+

B

u− 1

)
HH−1G+H−1

(
A

u
+

B

u− 1

)
G

= 0

定理 4.27. (pKZeq) の解 Gϖ0 ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩であって，Gϖ0 ≈ uA (u → 0)であるものがた
だ 1つ存在する．

証明. まずは，ただ 1つであることを示す．Hϖ
0 が同じ条件を満たすもう 1つの解であるとす

る．この解の定数項は 1であるから，Gϖ0 ,Hϖ
0 は可逆である．すると，補題 4.26より，

Gϖ0 = Hϖ
0 · c (c ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩)

u→ 0を考えれば，c = 1である．
次に存在を示す．Gϖ0 (u) = P (u)uA (P (u) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩)と表すと，

Gϖ0 (u)が (pKZeq)の解⇐⇒ dP

du
uA + P

A

u
uA =

(
A

u
+

B

u− 1

)
PuA

⇐⇒ dP

du
uA =

1

u
(AP − PA)uA +

1

u− 1
BPuA

⇐⇒ dP

du
=

1

u
(AP − PA) + 1

u− 1
BP
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P (u) = 1 +
∑

W :words

PW (u)W と表すと，

dPW
du

=



1

u
PW ′A −

1

u
PAW ′ (W = AW ′A)

1

u
PW ′B (W = AW ′B)

− 1

u
PBW ′ +

1

u− 1
PW ′A (W = BW ′A)

1

u− 1
PW ′B (W = BW ′B)

0 (W = A)

1

u− 1
(W = B)

但し，W ′ は空でもよい wordである． 1

u
,

1

u− 1
は P1 \ {0, 1,∞}上の有理関数であるから，

これによって反復積分することによって，PW (0) = 0 なる PW (u) ∈ AϖCol を得る．従って，
Gϖ0 (u) = P (u)uA によって解を得る．

命題 4.28. z0 ∈ P1(Cp) \ {0, 1,∞}, g0 ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩とする．この時，Hϖ(z0) = g0 を満たす
(pKZeq)のただひとつの解 Hϖ(u) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩が存在する．

証明. Hϖ(u) = Gϖ0 (u) ·Gϖ0 (z0)
−1g0 とせよ．Hϖ(u)は (pKZeq)の解になっていて，唯一性

は補題 4.26より従う．

命題 4.29. (pKZeq) の解 Gϖ1 ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩であって，Gϖ1 (u) ≈ (1− u)B (u → 1)である
ものがただ 1つ存在する．

証明. 定理 4.27と同様．

g(u) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩に対して，g(B,A)(u)を，

AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩ → AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩; A 7→ B, B 7→ A

による g の像を表すこととする．また，g(1− u)を，

τ : P1(Cp) \ {0, 1,∞} → P1(Cp) \ {0, 1,∞} t 7→ 1− t

から誘導される τ∗ : Aϖloc → Aϖloc による g(u)の像とする．

命題 4.30. Gϖ1 (u) = Gϖ0 (B,A)(1− u)である．

証明. 注意 4.42,定義 3.32より，τ∗(AϖCol) ⊂ AϖCol であるから，τ∗(Gϖ0 (B,A)) ∈ AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩
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である．そして，
dτ∗(Gϖ0 (B,A))

du
= −τ∗ d(G

ϖ
0 (B,A))

du

= −τ∗
{(

B

u
+

A

u− 1

)
Gϖ0 (B,A)

}
=

(
A

u
+

B

u− 1

)
τ∗Gϖ0 (B,A)

であるから，τ∗(Gϖ0 (B,A))は (pKZeq)を満たす．また，Gϖ1 (1) = Gϖ0 (B,A)(1− 1) = 1であ
るから，命題 4.29の唯一性から従う．

Gϖ0 (u), Gϖ1 (u)は共に可逆である．補題 4.26より，
Φp,ϖKZ := (Gϖ1 (u))−1Gϖ0 (u) ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩

である．

定理 4.31. Φp,ϖKZ は，ϖ に依らない．

証明. z0 ∈ ]X0[ をとる．Coleman 関数の ]X0[ での値は ϖ に依らないので，Φp,ϖKZ =

(Gϖ1 (z0))
−1Gϖ0 (z0)は ϖ に依らない．

定義 4.32. ΦpKZ := (Gϖ1 (u))−1Gϖ0 (u) ∈ Cp⟨⟨A,B⟩⟩を，p進Drinfel’d associatorという．

定義 4.33. (1) P =
⊕
m≥0

Pm = Q⟨A,B⟩ を Q 上 2 変数非可換多項式環とする．但し，

deg A = degB = 1 として，Pm は次数 m の斉次式全体とする．word W に対して，
wt(W )をその次数，dp(W )を B に関する次数とする．

(2) MB = P ·B を末尾が B の word全体とする（以後同様の記号を用いる）．canonical な
写像

P→ P/P ·A ∼−→ Q · 1 +MB → P

から誘導される Cp 線形写像を f ′ : Cp⟨⟨A,B⟩⟩ → Cp⟨⟨A,B⟩⟩とする．
(3) k ≥ 0, q0 ≥ 0, pi ≥ 1, qi ≥ 1 (i ≥ 1)を整数とする．W = Bq0Ap1Bq1Ap2Bq2 · · ·ApkBqk ∈

MB に対して，
LiϖW (z) := Li1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

qk−1

,pk+1,1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
qk−1−1

,pk−1+1,...,1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
q0

(z)

とする．

定理 4.34 ([Fur04, Theorem 3.15.]). Gϖ0 (z) = 1 +
∑

W :words

JϖW (z)W と表すと，

(1) W ∈MB のとき，JϖW (z) = (−1)dp(W )LiϖW (z)

(2) W = V Ar (r ≥ 0, V ∈MB)のとき，

JϖW (z) =
∑

s+t=r,s≥0,t≥0

(−1)dp(W )+sLif ′(V шAs)(z)
(logϖ z)t

t!
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(3) W = Ar (r ≥ 0)のとき，JϖW (z) =
(logϖ z)r

r!

である．

補題 4.35.

l̃im
z→0

z−AGϖ0 (z) = 1

証明. P (u) = Gϖ0 (u)u−A は，A( ]0[ )⟨⟨A,B⟩⟩ の元であり，P (0) = 1 であるから，P (u) =

1 + uk(u) (k(u) ∈ A( ]0[ )⟨⟨A,B⟩⟩)とかける．従って，

l̃im
z→0

z−AGϖ0 (z) = l̃im
z→0

z−AP (z)zA

= l̃im
z→0

(1 + z−Azk(z)zA)

z−A, zA を展開し，補題 4.19を用いると，主張を得る．

補題 4.36.

l̃im
z→0

z−BGϖ0 (1− z) = ΦpKZ

証明.

l̃im
z→0

z−BGϖ0 (1− z) = l̃im
z→0

z−BGϖ1 (1− z)ΦpKZ

= l̃im
z→0

z−BGϖ0 (B,A)(z)ΦpKZ (命題 4.30)

= ΦpKZ (補題 4.35)

定理 4.37. km > 1なる kに対して，̃ lim
z→1

Lik(z)は収束し，ζp(k)は意味をもつ．

証明. 補題 4.36より，

l̃im
z→0

( ∞∑
n=0

(− logϖ z)n

n!
Bn

)(
1 +

∑
W :words

JϖW (1− z)W

)
= ΦpKZ

であるから，特にW ∈ A ·Pに対して，ΦpKZ のW の係数は，̃lim
z→0

JϖW (1− z)に等しい．従っ
て，W = Akm−1B · · ·Ak1−1B (ki ≥ 1, km > 1)に対して，̃ lim

z→0
JϖW (1− z)は収束する．

定理 4.34(1) より，JϖW (1 − z) = (−1)dp(W )LiϖW (1 − z) であるから，̃ lim
z→1

LiϖW (z) =

l̃im
z→0

LiϖW (1− z)が収束する．

定義 4.38. (1) AMB = A ·P ·B とする．自然な写像

P→ P/(B ·P+P ·A) ∼−→ Q · 1 + AMB → P

から誘導される Cp 線形写像を f : Cp⟨⟨A,B⟩⟩ → Cp⟨⟨A,B⟩⟩とする．
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(2) k ≥ 1, pi ≥ 1, qi ≥ 1 (i ≥ 1) を整数とする．W = Ap1Bq1Ap2Bq2 · · ·ApkBqk ∈ AMB

に対して，

ZW = l̃im
z→0

LiϖW (1− z) = ζp(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
qk−1

, pk + 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
qk−1−1

, pk−1 + 1, ..., p1 + 1)

とする．

定理 4.39 ([Fur04, Theorem 3.30]). ΦpKZ = 1 +
∑

W :words

IWW と表すと，

(1) W ∈ AMB のとき，IW = (−1)dp(W )ZW

(2) W = BrV As (r, s ≥ 0, V ∈ AMB)のとき，

IW = (−1)dp(W )
∑

0≤a≤r,0≤b≤s

(−1)a+bZf(BaшBr−aV As−bшAb)

(3) W = BrAs (r, s ≥ 0)のとき，

IW = (−1)dp(W )
∑

0≤a≤r,0≤b≤s

(−1)a+bZf(BaшBr−aAs−bшAb)

である．

4.2.3 シャッフル積公式
命題 4.40. ∆ : AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩ → AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩⊗̂AϖCol⟨⟨A,B⟩⟩を，

A 7→ A⊗ 1 + 1⊗A, B 7→ B ⊗ 1 + 1⊗B

によって与えられる AϖCol 代数の準同型とする．このとき，

∆(ΦpKZ) = ΦpKZ ⊗ ΦpKZ

である．

証明. まず，
∆(Gϖ0 (A,B)(u)) = Gϖ0 (∆(A),∆(B))(u) ≈ u∆(A) (u→ 0)

であり，∆(Gϖ0 (A,B)(u))が

dG

du
(u) =

(
∆(A)

u
+

∆(B)

u− 1

)
G(u) (4.4)

の解であることが直接計算によりわかる．また，

Gϖ0 (A,B)(u)⊗Gϖ0 (A,B)(u) = (Gϖ0 (A,B)(u)⊗ 1) · (1⊗Gϖ0 (A,B)(u))

≈ uA ⊗ uA (u→ 0)
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であり，Gϖ0 (A,B)(u) ⊗ Gϖ0 (A,B)(u) が (4.4) の解であることが直接計算によりわかる．
u∆(A) = uA ⊗ uA であるから，解の唯一性より，

∆(Gϖ0 (A,B)(u)) = Gϖ0 (A,B)(u)⊗Gϖ0 (A,B)(u)

である．Gϖ1 (u)についても同様である．したがって，

∆(ΦpKZ) = ∆((Gϖ1 )−1Gϖ0 ) = ∆(Gϖ1 )−1∆(Gϖ0 ) = (Gϖ1 ⊗Gϖ1 )−1 · (Gϖ0 ⊗Gϖ0 )

= (Gϖ1 )−1Gϖ0 ⊗ (Gϖ1 )−1Gϖ0 = ΦpKZ ⊗ ΦpKZ

定理 4.41 (pMZVに対するシャッフル積公式). admissible な指標 a,bに対して，

ζp(a)ζp(b) = ζp(aшb)

が成り立つ．

証明. 命題 4.40 で示した式の両辺の係数を比較することで，IW IW ′ = IW шW ′ が得られ
る（但し，Iϖ• を P 上に線形に拡張している）が，W шW ′ をなす単項式の深さはすべて
dp(W ) + dp(W ′)であるので，定理 4.39(1)より ζp(a)ζp(b) = ζp(aшb)である．

注意 4.42. Besserによる Coleman関数の解釈では，pMPLは以下のように翻訳される．
R を環とする．R⟨⟨A,B⟩⟩の元のうち，A,B に関して n次以下の多項式全体を R⟨A,B⟩(n)

とかくこととする（他にも同様の記号を用いる）．f ∈ R⟨⟨A,B⟩⟩ に対して，A,B に関して n

次以下の項だけを返す自然な商写像による像を f
(n) ∈ R⟨A,B⟩(n) とかく．

X = P1
V \ {0, 1,∞}, Y = P1

V とし，それに付随する rigid triple T = T(X,Y ) を考える．
aを重さ n以下の wordとしたときに，sa : R⟨A,B⟩(n) → Rを f ∈ R⟨A,B⟩(n) に対して，a

に対応する wordの単項式の係数 (∈ R)を返す写像とする．そして，j†O ]Y0[ ⟨A,B⟩(n) に接続

∇(f) =
{
df −

(
A

z
+

B

z − 1

)
fdz

}(n)

を入れる．定理 4.27にあるように，x0 ∈ X0(Fp)に対して Gϖ0 | ]x0[ ∈ AϖCol( ]x0[ )⟨⟨A,B⟩⟩と
して与えたが，これは異なる x0 に対して Gϖ0 | ]x0[ ∈ j†O ]Y0[ ⟨⟨A,B⟩⟩として互いに解析接続さ
れているものだと解釈される．そこで，Coleman関数[

j†O ]Y0[ ⟨A,B⟩
(n), sa, (Gϖ0 | ]x0[

(n)
)x0∈X0(Fp)

]
を考えよう．

θx0x
∗
0

[
j†O ]Y0[ ⟨A,B⟩

(n), sa, (Gϖ0 | ]x0[

(n)
)x0∈X(Fp)

]
= sa(Gϖ0 | ]x0[

(n)
) = Lia(z)| ]x0[

であるから，この Coleman関数は Lia(z)を表す．
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4.3 p進多重ゼータ値の複シャッフル関係式
4.3.1 moduli 空間M0,5

moduli 空間M0,5 は，

{(x, y) ∈ A2} \ ({x = 0} ∪ {y = 0} ∪ {x = 1} ∪ {y = 1} ∪ {xy = 1})

と同一視される．M0,5 の Deligne-Mumford compactification M0,5 は，(P1)2(⊃ M0,5)

の (x, y) = (1, 1), (0,∞), (∞, 0) での blow-up で，M0,5 \ M0,5 は {x = 0}, {y =

0}, {x = 1}, {y = 1}, {xy = 1}, {x = ∞}, {y = ∞} 及び blow up でできた
(x, y) = (1, 1), (0,∞), (∞, 0)における divisor からなる．
{y = 0}, {x = 1}, (1, 1)における divisor, {y = 1}, {x =

0} を順に D1, D2, D3, D4, D5 = D0 とし，i = 1, 2, 3, 4, 5

に対して Di ∩Di−1 = Pi とする．

c : (x, y) 7→
(

1− y
1− xy

, x

)
なる作用を考える．cを繰り返し作用させることで，

D1 7→ D2 7→ D3 7→ D4 7→ D5 7→ D1

したがって，
P1 7→ P2 7→ P3 7→ P4 7→ P5 7→ P1

となる．U1 = SpecQ[x, y]とすると，

(z1, w1) = (x, y), (z2, w2) =

(
y,

1− x
1− xy

)
, (z3, w3) =

(
1− x
1− xy

, 1− xy
)
,

(z4, w4) =

(
1− xy, 1− y

1− xy

)
, (z5, w5) =

(
1− y
1− xy

, x

)
によって Ui := ci−1(U1)は SpecQ[zi, wi]と表される．

4.3.2 2変数多重ポリログの微分方程式
定義 4.43. a = (a1, a2, ..., ak) ∈ Zk>0,b = (b1, b2, ..., bl) ∈ Zl>0 に対して，2変数（形式的）多
重ポリログを，

Lia,b(x, y) =
∑

m1<···<mk<n1<···<nl,
mi,nj∈Z>0

xmkynl

ma1
1 · · ·m

ak
k n

b1
1 · · ·n

bl
l

(4.5)

で定義する．
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命題 4.44. 以下が成り立つ：

d

dx
Lia,b(x, y)

=



1

x
Li(a1,··· ,ak−1,ak−1),b(x, y)

if ak ̸= 1

1

1− x
Li(a1,··· ,ak−1),b(x, y)−

(
1

x
+

1

1− x

)
Li(a1,··· ,ak−1,b1),(b2,··· ,bl)(x, y)

if ak = 1, k ̸= 1, l ̸= 1,
1

1− x
Lib(y)−

(
1

x
+

1

1− x

)
Li(b1),(b2,··· ,bl)(x, y)

if ak = 1, k = 1, l ̸= 1,

1

1− x
Li(a1,··· ,ak−1),b(x, y)−

(
1

x
+

1

1− x

)
Li(a1,··· ,ak−1,b1)(xy)

if ak = 1, k ̸= 1, l = 1,

1

1− x
Lib(y)−

(
1

x
+

1

1− x

)
Lib(xy)

if ak = 1, k = 1, l = 1.

d

dy
Lia,b(x, y) =



1

y
Lia,(b1,··· ,bl−1,bl−1)(x, y) if bl ̸= 1

1

1− y
Lia,(b1,··· ,bl−1)(x, y) if bl = 1, l ̸= 1

1

1− y
Lia(xy) if bl = 1, l = 1

d

dx
Lic(xy) =



1

x
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(xy) if ch ̸= 1

y

1− xy
Li(c1,··· ,ch−1)(xy) if ch = 1, h ̸= 1

y

1− xy
if ch = 1, h = 1

d

dy
Lic(xy) =



1

y
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(xy) if ch ̸= 1

x

1− xy
Li(c1,··· ,ch−1)(xy) if ch = 1, h ̸= 1

x

1− xy
if ch = 1, h = 1

d

dx
Lic(y) = 0

d

dy
Lic(y) =



1

y
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(y) if ch ̸= 1,

1

1− y
Li(c1,··· ,ch−1)(y) if ch = 1, h ̸= 1

1

1− y
if ch = 1, h = 1

(4.6)

証明. 直接計算による．
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4.3.3 2変数多重ポリログに対する KZ方程式
定義 4.45. F5,Cp

を Cp 上 {T12, T13, T23, T24, T34}で生成された自由 Lie 代数とし，U(F5,Cp
)

をその普遍包絡代数，Û(F5,Cp
)をその完備化とする．B5,Cp

を，関係式

[tij , tkl] = 0 if {i, j} ∩ {k, l} = ∅ (4.7)

を満たす元 {t12, t13, t23, t24, t34}で生成された Lie 代数とし，U(B5,Cp
)を B5,Cp

の普遍包絡
代数，Û(B5,Cp

)をその完備化とする．p : U(F5,Cp
)→ U(B5,Cp

)を自然な全射とする．

定義 4.46. Q[[x, y]][log x, log y]⊗̂ Û(F5,Cp
)上の D :=M0,5 \M0,5 で対数的特異点をもつ接

続 ∇̃KZ5
を

∇̃KZ5
G = dG−

(
t12
x

+
t23
x− 1

+
yt24
xy − 1

)
Gdx

−
(
t12 + t13 + t23

y
+

t34
y − 1

+
xt24
xy − 1

)
Gdy

とする．

微分形式

ωT12
=
dx

x
+
dy

y
, ωT13

=
dy

y
, ωT23

=
dx

x− 1
+
dy

y
, ωT24

=
xdy + ydx

xy − 1
, ωT34

=
dy

y − 1

とし，T12, T13, T23, T24, T34 から構成された word W = Tr · · ·T2T1 に対して，

g̃KZ5 = 1 +
∑
W

(∫ (x,y)

(0,0)

ωTr ◦ · · · ◦ ωT1

)
W ∈ Q[[x, y]][log x, log y]⊗̂ Û(F5,Cp)

と定める．ただし，積分は形式的なものとする．形式的な計算により，g̃KZ5 は
(Q[[x, y]][log x, log y]⊗̂ Û(F5,Cp

),∇KZ5
)の horizontal section である．

Lを，{1, ea,b, e′a, e′′a}a,b（a,bは index 全体を動く）を基底にもつ完備 Qベクトル空間とす
る．命題 4.44により，形式的に

gL = 1 +
∑
a,b

Lia,b(x, y)ea,b +
∑
a

Lia(xy)e
′
a +

∑
a

Lia(y)e
′′
a

が何らかの connetion (Q[[x, y]][log x, log y] ⊗ L,∇L = d − ΓL) の horizontal section とな
るように，(Q[[x, y]][log x, log y] ⊗ L,∇L = d − ΓL) を定めることができる．ここで，ΓL ∈
(End L)⊗ Ω1 は，

ΓL = Γ12ωT12
+ Γ13ωT13

+ Γ23ωT23
+ Γ24ωT24

+ Γ34ωT34
(Γ• ∈ End L)

と表すことができる．pL : U(F5,Cp
) → End L を，Tij 7→ Γij によって定義する（この base

changeも pL と表す）．さらに，ev1 : End L→ Lを 1での値を返す写像とする．

命題 4.47. gL = ev1(pL(g̃KZ5))である．
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証明. 以上の構成と，命題 4.44 から従う．

Γij たちは (4.7)を満たすので，qL : U(B5,Cp
) → End Lを用いて pL = qL ◦ pと経由する．

さらに，δa,b, δ′a, δ′′a を，それぞれ Lの元にその ea,b, e
′
a, e

′′
a の係数を対応させる写像とし，

sa,b = δa,b ◦ ev1 ◦ qL, s′a = δ′a ◦ ev1 ◦ qL, s′′a = δ′′a ◦ ev1 ◦ qL

とする． さらに，p(g̃KZ5
) = gKZ5

とおく．これで，形式的に

sa,b(gKZ5
) = Lia,b(x, y), s

′
a(gKZ5

) = Lia(xy), s
′′
a(gKZ5

) = Lia(y)

と定まった．

定義 4.48. OM0,5,Cp
⊗̂ Û(B5,Cp)上の D で対数的特異点をもつ 接続 ∇KZ5 を

∇KZ5
G = dG−

(
t12
x

+
t23
x− 1

+
yt24
xy − 1

)
Gdx

−
(
t12 + t13 + t23

y
+

t34
y − 1

+
xt24
xy − 1

)
Gdy

とする．

補題 4.49. ∇KZ5
は可積分である．

証明. 直接計算，特に関係式 (4.7)による．

補題 4.50. gKZ5
は，

gKZ5 ∈ Arig
(
M0,5(Cp)∩ ](0, 0)[M0,5(Cp)

)
[log x, log y]⊗̂ Û(B5,Cp)

であり，gKZ5(x, y) ≈ xt12yt12+t13+t23 ((x, y)→ (0, 0))（すなわち，const(gKZ5 , x, y) = 1）で
ある．逆に，

(
OM0,5,Cp

,∇KZ5

)†
の horizontal section でこのようなものはただ 1つである．

証明. 一意性は，補題 4.26,定理 4.27と同様に示すことができる．
存在についても，定理 4.27と同様にできる．今回の場合，微分方程式に登場する

dx

x
,
dy

y
,
dx

x− 1
,
dy

y − 1
,
ydx+ xdy

xy − 1

のうち，後者の 3 つについては原始関数にあたる log(x − 1), log(y − 1), log(xy − 1) が
Arig

(
M0,5(Cp)∩ ](0, 0)[M0,5(Cp)

)
の元であるとみなすことができるから，gKZ5

(x, y) は反
復積分によって繰り返し Arig

(
M0,5(Cp)∩ ](0, 0)[M0,5(Cp)

)
[log x, log y]⊗̂ Û(B5,Cp

)の元であ
るとみなすことができる．

この補題により，上記によって形式的に与えられていた s†a,b(gKZ5) = Lia,b(x, y), s
′†
a (gKZ5) =

Lia(xy), s
′′†
a (gKZ5

) = Lia(y) は，Arig
(
M0,5(Cp)∩ ](0, 0)[M0,5(Cp)

)
[log x, log y] の元とみな

すことができる．これは，定義 4.43によるものに他ならない．したがって，次の定理が得られ
たことになる．
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定理 4.51. p進多重ポリログは，それぞれ

Lia,b(x, y) =
[
OM0,5,Cp

⊗̂ Û(B5,Cp
), sa,b, gKZ5

]
, Lia(xy) =

[
OM0,5,Cp

⊗̂ Û(B5,Cp
), s′a, gKZ5

]
,

Lia(y) =
[
OM0,5,Cp

⊗̂ Û(B5,Cp), s
′′
a, gKZ5

]
∈ Aalg

Col(M0,5, D,OM0,5
)

というように 代数的起源の Coleman関数 としてみなすことができる．ただし，D =M0,5 \
M0,5 としている．

注意 4.52. 厳密には，注意 4.42 と同じように，T• に関して「有限次で打ち止めた」加群を考
えなければならない．すなわち，ここではOM0,5,Cp

⊗̂ Û(B5,Cp
)などは，圏 Un(M0,5,Cp

, D)の
pro-objectだとみなしている．

4.3.4 調和積公式と複シャッフル関係式の証明
ここでは Y =M0,5, X =M0,5, D = Y \X として 代数的起源の Coleman関数の理論を適

用する．

定義 4.53. (1) M ∈ Un(YK , DK)に対し，M† の horizontal section yをN00
D,J に解析接続

した元を y(DJ ) とかく．
(2) f ∈ Aalg

Col(M0,5, D,OM0,5
)に対して，f (DJ ) := ResD,J f とおく．

(3) Fa,b := Lia,b(x, y)− Liab(xy)とし，Gc = Lic(xy)− Lic(y)とする．

定義 4.54. gKZ5 の定数項 ∈ Cp ⊗ Û(B5,Cp)の定義と同様に，sa,b(gKZ5)の定数項 ∈ Cp を同
様に定める（これもまた，パラメータに依存する）．明らかに，sa,b(gKZ5)の定数項とは，gKZ5

の定数項の sa,b による像である．

補題 4.55. 任意の a,b, cに対して，Lia,b(x, y)
(D1) ≡ 0,Liab(xy)

(D1) ≡ 0,Lic(y)
(D1) ≡ 0で

ある．特に，F (D1)
a,b ≡ G(D1)

c ≡ 0である．
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証明. 座標 (z1, w1) = (x, y)によって D1 は方程式 w1 = 0で与えられる．命題 3.77によって，
d

dz1
Lia,b(x, y)

(D1)

=



1

z1
Li(a1,··· ,ak−1,ak−1),b(x, y)

(D1)

if ak ̸= 1

1

1− z1
Li(a1,··· ,ak−1),b(x, y)

(D1) −
(

1

z1
+

1

1− z1

)
Li(a1,··· ,ak−1,b1),(b2,··· ,bl)(x, y)

(D1)

if ak = 1, k ̸= 1, l ̸= 1,
1

1− z1
Lib(y)

(D1) −
(

1

z1
+

1

1− z1

)
Li(b1),(b2,··· ,bl)(x, y)

(D1)

if ak = 1, k = 1, l ̸= 1,

1

1− z1
Li(a1,··· ,ak−1),b(x, y)

(D1) −
(

1

z1
+

1

1− z1

)
Li(a1,··· ,ak−1,b1)(xy)

(D1)

if ak = 1, k ̸= 1, l = 1,

1

1− z1
Lib(y)

(D1) −
(

1

z1
+

1

1− z1

)
Lib(xy)

(D1)

if ak = 1, k = 1, l = 1.

d

dz1
Lic(xy)

(D1) =


1

z1
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(xy)

(D1) if ch ̸= 1

0 if ch = 1, h ̸= 1

0 if ch = 1, h = 1

d

dz1
Lic(y)

(D1) = 0 (4.8)

であることがわかる．同様に， d
dw1
についても式が得られる．また，補題 4.50 と

const(gKZ5
; z1, w1) = g

(D51)
KZ5

((z1, w1) = (1, 1)) (命題 3.65)

= g
(D1)(D

′
51)

KZ5
((z1, w1) = (1, 1)) (命題 3.56)

= const(g
(D1)
KZ5

; z1, w1) (命題 3.65)

より，const(g
(D1)
KZ5

; z1, w1) = 1である．したがって，

const
(
(Gr1 sa,b)

†(g
(D1)
KZ5

), z1, w1

)
= 0

などが成り立つ．これらから，帰納的に Lia,b(x, y)
(D1),Lic(x, y)

(D1),Lic(y)
(D1) は恒等的に 0

であることが得られる．

補題 4.56. const(gKZ5
; z2, w2) = const(gKZ5

; z1 − 1, w1)である．

証明. v = const(gKZ5
; z2, w2)として，

gKZ5
= v +

∑
max{i,j,k,l}≥1

aijklz
i
2w

j
2(log z2)

k(logw2)
l
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の形で表示する．z2 = w1, w2 = 1−z1
1−z1w1

を用いて z2, w2, log z2, logw2 を 1 − z1, w1, log(1 −
z1), logw1の級数として表示すると，zi2wj2(log z2)k(logw2)

lの項は 1−z1, w1, log(1−z1), logw1

に関して 1次以上であることがわかる．したがって，この文字変換で定数項 vは変わらない．

補題 4.57. a が admissible であるならば，F (D2)
a,b ≡ 0 であり，また，任意の c に対して

G
(D2)
c ≡ 0である．

証明. 座標 (z2, w2) =

(
y,

1− x
1− xy

)
によって命題 4.44の各式を書き直すと

d

dz2
Lia,b(x, y) =



w2

1− z2w2
Li(a1,··· ,ak−1,ak−1),b(x, y) +

1

z2
Lia,(b1,··· ,bl−1,bl−1)(x, y)

if ak > 1, bl ̸= 1,
w2

1− z2w2
Li(a1,··· ,ak−1,ak−1),b(x, y) +

1

1− z2
Lia,(b1,··· ,bl−1)(x, y)

if ak > 1, bl = 1, l ̸= 1,
w2

1− z2w2
Li(a1,··· ,ak−1,ak−1),b(x, y) +

1

1− z2
Lia(xy)

if ak > 1, bl = 1, l = 1

d

dz2
Lic(xy) =



(
w2

1− z2w2
+

1

z2

)
· Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(xy) if ch ̸= 1(

z2w2 (1− w2)

(z2 − 1) (z2w2 − 1)
+
w2 − 1

z2 − 1

)
· Li(c1,··· ,ch−1)(xy) if ch = 1, h ̸= 1

z2w2 (1− w2)

(z2 − 1) (z2w2 − 1)
+
w2 − 1

z2 − 1
if ch = 1, h = 1

d

dz2
Lic(y) =



1

z2
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(y) if ch ̸= 1,

1

1− z2
Li(c1,··· ,ch−1)(y) if ch = 1, h ̸= 1

1

1− z2
if ch = 1, h = 1
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D2 は方程式 w2 = 0で与えられるので，命題 3.77によって，

d

dz2
Lia,b(x, y)

(D2) =



1

z2
Lia,(b1,··· ,bl−1,bl−1)(x, y)

(D2) if ak > 1, bl ̸= 1,

1

1− z2
Lia,(b1,··· ,bl−1)(x, y)

(D2) if ak > 1, bl = 1, l ̸= 1,

1

1− z2
Lia(xy)

(D2) if ak > 1, bl = 1, l = 1

d

dz2
Lic(xy)

(D2) =



1

z2
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(xy)

(D2) if ch ̸= 1

1

1− z2
Li(c1,··· ,ch−1)(xy)

(D2) if ch = 1, h ̸= 1

1

1− z2
if ch = 1, h = 1

d

dz2
Lic(y)

(D2) =



1

z2
Li(c1,··· ,ch−1,ch−1)(y)

(D2) if ch ̸= 1,

1

1− z2
Li(c1,··· ,ch−1)(y)

(D2) if ch = 1, h ̸= 1

1

1− z2
if ch = 1, h = 1

(4.9)

となる．同様に，
d

dw2
Lia,b(x, y)

(D2) = 0

d

dw2
Lic(xy)

(D2) = 0

d

dw2
Lic(y)

(D2) = 0

である．したがって，aが admissibleであるならば，
d

dw2
F

(D2)
a,b =

d

dz2
F

(D2)
a,b = 0,

d

dw2
G

(D2)
a,b =

d

dz2
G

(D2)
a,b = 0

であるから，F (D2)
a,b , G

(D2)
a,b は定数である．

const(gKZ5
; z1 − 1, w1) = g

(D12)
KZ5

((z1 − 1, w1) = (1, 1))

= g
(D1)(D

′
12)

KZ5
((z1 − 1, w1) = (1, 1))

= const(g
(D1)
KZ5

; z1 − 1, w1)

であり，

const(gKZ5
; z2, w2) = g

(D12)
KZ5

((z2, w2) = (1, 1))

= g
(D2)(D

′
12)

KZ5
((z2, w2) = (1, 1))

= const(g
(D2)
KZ5

; z2, w2)

である．補題 4.56と合わせると，

const(g
(D2)
KZ5

; z2, w2) = const(g
(D1)
KZ5

; z1 − 1, w1)
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を得る．補題 4.55より，(Gr1 sa,b)
†(g

(D1)
KZ5

)などの定数項は 0であるから，
const

(
(Gr2 sa,b)

†(g
(D2)
KZ5

), z2, w2

)
などは 0である．したがって，

const
(
F

(D2)
a,b , z2, w2

)
, const

(
G

(D2)
a,b , z2, w2

)
も 0であり，F (D2)

a,b , G
(D2)
a,b は定数であったことか

ら恒等的に 0であることに他ならない．

補題 4.58. a,b, c が admissible であるならば，Lia,b(x, y)
(D3),Lic(xy)

(D3),Lic(y)
(D3) は定

数である．特に，F (D3)
a,b = 0, G

(D3)
c = 0である．

証明. 座標 (z3, w3) =

(
1− x
1− xy

, 1− xy
)
によって命題 4.44の各式を書き直すと

d

dz3
Lia,b(x, y) =

w3

z3w3 − 1
Li(a1,...,ak−1,ak−1),b(x, y) +

w3

1− z3w3
Lia,(b1,··· ,bl−1,bl−1)(x, y)

if ak > 1 and bl > 1,
d

dz3
Lic(xy) = 0 if ch > 1,

d

dz3
Lic(y) =

w3

1− z3w3
Li(c1,...,ch−1,ch−1)(y) if ch > 1,

D3 は方程式 w3 = 0で与えられているので，命題 3.77によって，a,b, cが admissibleである
ならば，

d

dz3
Lia,b(x, y)

(D3) =
d

dw3
Lia,b(x, y)

(D3) = 0,

d

dz3
Lic(xy)

(D3) =
d

dw3
Lic(xy)

(D3) = 0,

d

dz3
Lic(y)

(D3) =
d

dw3
Lic(y)

(D3) = 0 (4.10)

よって，Lia,b(x, y)(D3),Lic(xy)
(D3),Lic(y)

(D3) は定数であり，Fa,b, Ga,b は定数である．補題
4.57と同様の議論から，その値は 0である．

定義 4.59. admissible な指標 c に対して，p進多重ゼータ値（pMZV）ζp(c)を，

ζp(c) := const(Lic(z), z)

で定義する．この定義と定義 4.22における定義が一致することは，(4.3)が示している．

命題 4.60. (1) Lia,b(x, y)
(D3) は定数であり，a,b が admissible であるならば，その値は

ζp(a,b)に等しい．
(2) Lic(xy)

(D3),Lic(y)
(D3) は定数であり，cが admissibleであるならば，その値は ζp(c)に

等しい．

証明. 補題 4.58より，Lic(y)
(D3) に関して主張を示せばよい．補題 4.55より，Lic(y)

(D1) = 0

である．また，(4.6),(4.9)の微分方程式の形が同じであることから，Lic(y)
(D2) = Lic(z2)であ
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る．したがって，

ζp(c) = const(Lic(z2), z2)

= const(Lic(y)
(D2), z2)

= const(Lic(y)
(D2), z2, w2)

= Lic(y)
(D2)(D

′
23)((z2, w2) = (1, 1))

= Lic(y)
(D23)((z2, w2) = (1, 1))

= Lic(y)
(D3)(D

′
23)((z2, w2) = (1, 1))

= const(Lic(y)
(D3), z2, w2)

≡ Lic(y)
(D3) (補題 4.58)

である．

命題 4.61. (1) Lia,b(y, x)
(D3) は定数であり，a,b が admissible であるならば，その値は

ζp(a,b)に等しい．
(2) Lic(xy)

(D3),Lic(x)
(D3) は定数であり，cが admissibleであるならば，その値は ζp(c)に

等しい．

証明. D5, D4, D3 について同様に議論する．

定理 4.62 (pMZVに対する調和積公式). admissibleな a,bに対して，

ζp(a)ζp(b) = ζp(a ∗ b)

が成り立つ．

証明. 命題 4.9より，
ζp(a)ζp(b) =

∑
σ∈Sh≤(k,l)

ζp(σ̃(a,b))

を示せばよい．まず，形式的に（すなわち， ]0[ においては）

Lia(x) · Lib(y) =
∑

σ∈Sh≤(k,l)

Liσa,b(x, y) (4.11)

である．ここで，

Zσ+ = {(c1, ..., ck+l) ∈ Zk+l>0 | ci < cj if σ(i) < σ(j), ci = cj if σ(i) = σ(j)}

とおいたときに，

Liσa,b(x, y) :=
∑

(m1,...,mk,n1,...,nl)∈Zσ
+

xmkynl

ma1
1 · · ·m

ak
k n

b1
1 · · ·n

bl
l

，

としている．

(i) σ(k) = σ(k+ l)のとき，a′ を用いて Liσa,b(x, y) = Liσa′(xy)という形をしている．但し，
a′ の末尾は ak + bl であり，a′ は admissibleである．
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(ii) σ(k) < σ(k+ l)のとき，何らかの a′,b′ を用いて Liσa,b(x, y) = Liσa′,b′(x, y) という形を
している．但し，a′ の末尾は ak，b′ の末尾は bl であり，共に admissibleである．

(iii) σ(k) > σ(k+ l)のとき，何らかの a′,b′ を用いて Liσa,b(x, y) = Liσa′,b′(y, x) という形を
している．但し，a′ の末尾は bl，b′ の末尾は ak であり，共に admissibleである．

(4.11)を N00
D,3 に解析接続し，命題 4.60,4.61を用いると，p進多重ゼータ値に関する等式を得

る．それは，定理の等式に他ならない．

この定理と，定理 4.41より，p進多重ゼータ値に対する複シャッフル関係式を得る：

定理 4.63 (pMZVに対する複シャッフル関係式). admissibleな a,bに対して，

ζp(a ∗ b) = ζp(aшb)

が成り立つ．
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